ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ. --- 


} ΙΑ ρα. ον τομ Ιω 
ϱ.. κάλιο νά» : 1 .ν 





4 





4, ΄Εστω η απεικόνηση του α στον εαυτό του, µε 
ὦ κος ανα] 
τυπο. Ε(χ) χΧ Σπλ 
Να υπολογιστούν τα ϱεί2), εί!) και ϱ[ί2). 


ο Είναι η απεικόνηση 1-1: Είναι μονότονη στο β. : 


Είναι "επί"; 





ον 17 . 17 
λα ω..... 


.. Αφού {εί(2ἱ)-ε(2) δεν είναι 1-ἶ γιατί θα έπρεπε απ΄ τον 
Ε(α)Ξ{(β) να έχουµε πάντα αξῇ 

Για τη μονοτονία θεωρούμε δύο. τυχόντα στοιχεία του β. 

τα }, και 1.Τότε {ϱί1)-ε(}).. 3 ενώ για τα στοιχεία 


9 
----- ------ -ν-. ο... .. - 


ϕ--Ὑ--ο-- ο -------- ----- Ὁ-... . ς- 


1,2 έχουμε ε(2)-ε( 1). 3 . Δηλ. 0ο λόγος μεταβολής δεν 
δι : 4 

διατηρεί σταθερό πρόσημο στοβχάρα δεν είναι μονότονη, στοβ»! 
- Για να εἶναι επί". στο βαπρέπει για µεβ» η εξίσωση Γ(Χχ)Ξμ| 

να έχει Πάντα λύση. εξίσωση αυτή γράφεται τὰ ο ρμ ἠ 

χ -μέι1ς0.Είναι διτετράγωνη µε επιλύουσα την ρήμα, 
κ Λυτή όμως δεν δέχεται πάντα λύση, γιατί η διακρένουσα της | 
Δ-μ]-4 εἶναι αρνητική στο (0,2)].Λρα η. (κ) σχτκ ὅεν είναι | 
"επί" στο β” (π.Χ. ο αριθµος 1 ὕεν εἶναι. εκόνα κανενός 


-- 


χε: µεόω της Είχ). 


ΣΥΝΛΡΤΗΣΕΙΣ 





Ἔστω η { κ :Ι {(0)-4 
ο Επ 1) (η) Ξε(η) η0, 
. Να βρεθούν τα {(1), {(), ἐ(»δ), (4). 
. Ἱία υπολογιστεί το {(η) ουναρτήσει του η. 
. Ια βρεθεί το λάπ Πη) 
. ία δειχτεί {{η). Γ(π) 54 {η τι) 


ὃν» ὦ ϱ) -- 


(Βαςς. Αἰχ-θη-βΡγονθπςυ) 


Εαπβακα ετεκ πσοθελακαςς ο σώπες ρα ποτφςαουπω ος ασερεκυκκοσρρκ ορ εκ κα ο ρεκεηεεημηκωκκοστευμεσεβειω φορ αμοσβκσσή πασοκ μον αποτζ οσο παεο ρε στρ εσπηπηνασεΕκοιαςοτα-Ἑπεερνεμρηρεντηνες σεετσες τσ σθρθσεε πετ πρεπε χτες παρτακσκρεα πο φορ ροπώσεσπεε ες πωώσσοΘί 


ΑΛ Υ ΣΗ 
Ἱ. {(ητ1)Ξ2δΕ(η) ρα Ττ(1)Ξ0 {(2)]ξί6 ε(32)5Ξ32 {Γ(4)-0604 
ὁ», {[{η)ξςοί(η-1) Με πολ/σμὀ κατά µέλη: 
{η - 1) 52ε(1- 2) επ) -21, (0) -21. 45212 


9 ϱ ὉῬ 0 ο ϱ ϱ ὐὁ ου υ 0 9ο ὐ 


((2)-26(1) 
ες) 52{ε(0) 


2015 54 ϱϐ 


1. Ἱἶπ ἔ(η) 5" Ἱτπ 
π-..9 "πο 


4. η). ε (αἱ «2 ο «ΗΕ 22 Λη. (ην) 





Για Γ΄ Λυκείου 
Δίνεται η συνάρτηση {{χ) ρχ-2χ.15 ' | 
Ιἰα υπολογιστεί το {Γ(χ)-{Ε(2),και να παραγοντοποιηθεί η | 
διαφορά αυτή. | 


-Ρ4- 


ΣΥΙΜΑΡΤΗΣΕΙ}Σ 
7 17 

| να δειχτεί ότι αν ἱχ-2ἱές έχουμε χ]έ-ς και 

| 


(χ) -ε(2)] « 25χ-2ἱ. Ιια ουμπεράνετε ότι η {(Χχ) εἶναι; 





νεχἠς στο χς2 
ποσο πιάνο 


(6]ὰςςθος άο ργεοπῖίογε {6,0 οἳ Ε; 


- - 9 . 





Λ Υ Σ η 


ἐῶ)-ε(σ) ο) εκ ιδ δίκ- ο) (κ.ὃ] 


κ-δες» -ειχ-2ες ἡ ο οχέ1έ δηλ. [κ]« 17 





πας [ε(χ)-ε(2)/ 55 [χ-2] «| χες] και επειδὴ 
κος | «]αὶ κ. « μες 55 ἐἔχω τελικά 


ἱεκ)- (2) {5 ]χ-ο] (3) Εστω λοιπὀν ένας ε»ο 
µ. 25ἱχ-2Ι{έε αν Ικ- 1] ο (4) 


Ίτω ἑνας ο ας απ΄τους αριθμούς --Ὅτ και ἳ 
λ. ὃξ πρ. ς 1 

α ἰχ-δἱέδ οι τύποι (3) και (4) γίνονται 

Πεκ) -ε(2)] « 25 χ-2|έε ή 

α συμπεραίνουμε ότι ἩΠε»λο Ιδ}0 ὅατε για 
ἱκ-2]«5 3 ΙΓίχ)-{ί2)] 6ε Άρα η {ΕίΧ) ουνεχἠς οτο χ:2 


πο ο μπρος πα κ να 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


.53- 





η 
ο 


ο Αίνονται τα ούνολα Α- {1 νο, ἡ ος -δντΈνον 12 3) 


Ὀνομάζουμε Ε το οὐνολο των απεικονίσεων {απ΄το Α στο ἢ 


ΐχεΑ, ΑΧ )τή-κ)Ξ52-- 


Να καθοριστεί τὸ οὐνολο :Εμε τη βοήθεια του γραφήµατος | 


καθε οτοἰχείουτυ. 


(ωαςος ἆἀ6 ημων η 


»ὸικ-ςσα - -ακ- ---- ----.. --Ὁ --ωο --ο- --- -- - κ. τν σ-ο «5. ο - ἃ ὃ αι, ἆ. ὁ- ἁμῶὶ «δρ Ἰί ἀὲ ον ακῶ. πρι 5. θε ίις δν πως 






ον 


Απ Ἱτη ὄοθείσα οχέοη προκύπτει για χΞξῦ: 0). Π0)-ὸ « (0) 
Λαμβάνοντας υπ όψη. ότι η απεικόνιση Γθα είναι 1-ἱ 
σχηµατἰζουμε τον παρακάτω πίνακα: 

πω πι Γετ | 
οχι 4 {68 

ναι | 






ναι 

οχι: η {δεν εἶναι ᾖ|- 

, | 
ναι 


Το σύνολο λοιπόν /“Ε αποτελείται απὀ 4 οτοιχεία των | 
οποίων τα γραφήματα είναι: 
ε 1 ντ Ἡ) (1) (άν ζ1νο) (ο, 1) (1,2) | 
(1 2), 1)(- 1.0) κιτ 3ο, ντ 









ΣΥΙΑΡΤΗΣΕΙΣ 





--. 2 
ια απεικόνιαῃ του ΠΒ στο η 8 πληρεί τις οχεοεῖς 


ο(2,1)ο(-2,2) κᾶι- 4(3,2) 51. Επί πκέον. εἶναι γραµ- 


κος 


μικά . ω.. - 


ία υπολογιστεί η-σίχ,Υ) ων των ν καιγ 
πτσαα κε κκ οτηα πρ ντκπκηρ-κποκαπηττ πε ρετ---ε- πε μπεκ πθες πε κεαώος Ὕρρνο- οτε 


μ 





(Ε]ὰςςθς 46 Ῥγεφίεγε. 5, ϱ,{ 


πι -ᾱ 






Γραμμική σχέση σηµαίνει:θ(χ,Υ})5ο(χ,0]το(θ,Υ) 
και Ο(Χ,Υ)Ξ5χο(1,0)1γα(0, 1) (1 και -ο(χ,Υ)5ο(ί-χ,-Υ) 
Άπα πρέπει να προοδιορίσουµε τα ο(1,0) και ο(0, 1) 
Ἔχουμε (291) εθ(-ο,2) 5 (21) -ο(-2,2):0 
Φ(4,-1)Ξ0 και λόγω της (1) 4 ο(1,0)-ο(ο,1)- 2) 
ΙἩ άλλη δοθείσα γράφεται 319(1,0)12φ(0Ο,1) 51 (1) 
Απτις (2) και (3) ἐχω α(1,0) ή 4(0,1)στη αρ 


ΑΛ Υ Σ η 


(άν4Υ) 





θεωρούμε την απεικόνιση του ΙΙ οτο 2 που ορίζεται: 
μονή (κ) 5 ... είναι ἁρτιος 

χεΝ.{(χ) -- ἂν ον είναι περιττὸς 
1, ία υπολογιστούν τα {({0), Γε(1)}, (2). (1), (4). 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
μι. 


2. Ἶἰα δειχτεί ότι η απεικόνιση {ί{χ) ειναι 1-ἱ | 


πα. -σσακοσκκακα-ραπανζκκρστῶ-εικνκις» 


3, ἴα βρεθεί η τιµή του {(χ){ε(χε 1) χει 
4. Εστω η ένας φυσικός αριθµός.Να υπολογιστεί | 
το άθροισμα: 5Ξ{(0)9{( 1) Ες νο «ο «νο ον (η) 





Λ Υ Σ Η : 
.. ε(0)-0 (λετε) 5 ε3)--2 {(4)-52 | 
2. Αν γεζ και εἶναι γ θετικός η μηδέν τότε το 

γ αυτό, είναι εικόνα ενόὀς μόνου χει, γιατί η | 


εξισωοη 7 ΞΥ µε ἀγνωστο το χ έχει µία µόνο 


λύση. | 


Αν το Υγ είναι αρνητικὀς τότε αυτό είναι εικόνα 
δα 





του χ, που πληρεί την εζίσωση - ΞΥ που έχει 
τη µοναδικἠή λύση που ανήκει στο « χξΞ-2γ-]. 
Άρα σε κάθε περίπτωση το γεΖ εἶναι εικόνα ενός 
µόνο στοιχείου του .Δηλ. η ἔ εἶναι {-ἱ 
ο, κκ). | 
αν ΚΕΑ ποστ «η αν χ άρτιος 
6 


και ο αι 4 κι 50 αν χ περιττὀς 


4. Το 5«ε(1)ε(2)] [γα κ εα }) ώς [είη- 1) κ ε(π)] | 

η είναι ἁρτιος οπότε απ το προηγούμενο κάθε αγκύλη εἶναι 

μηδέν ἁἆρα 550 | 

Αν το η είναι περιττός 5- [{(1)«ε(2)) ον [εί κε) «.. 
ε 


{ς(η- 2) ε(1-1)] πο ο» 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 





κδ)- 
᾿Εστω { η απεικὀνίὶ ση του ΙΒ µε τύπο {(η)- 


] 
η(η» 1) 





Να µελετήστε τη μονοτονία της ἕ 
πα. . 
Να δειχτεί ότι Ππίτς πἹ αξ ὁ- 
Να υπολογιστεί {1} (2), 1) (2) (1), 1) 42): 
«ἴ(3) {(4) 
Ιω ω-- (η) -«πλ., 
Εστω ο (1) {(ο): (η) ητἩ Ποιό είναι το όριο 
του αθροίσµατος αυτού όταν η --ν .οο” 


(Βαςς.,Λ.Ι 1119) 


ΛΥΣ ἢη 


Είναι (ην 1) - (η) ει” τη Απ κ ὁζες ος Ξ)ς 
η(ην 1) Πίην1) πίην 1) 
1 | ] «ητ(η9 2) ο” 2 ---- «(0 ἁρα 


(η« 1) (η 12) η(ηκ 1} Πηκ (ην) Πην{) (Πε 2) 


είναι γνησίως φθίνουσα. 
(ης τη ς πο 4... Ι - 
η[ηςΤ) η[ην 1) ηζηςΤ) π ἡπεῖ 








ΕΕ ην ε2) ες επ) εί) « -ᾱ- ςὁ 
23 Ἰ 3 3 Ἰ 4 
(ή) (21 νο ν.. ηλ διε άρα το όριο του 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
«6 - 


αθροίσµατος αυτού ειναι το 1. 


εστω η εξίσωση «Όχιὰ ε μ,Χ,εβ «Να δειχτεί ότι για 
κάθε τιµή του µ., μμ ο δν µία η οποία να προοδιοριοτεί (| 
αυτήὴ η εξίσωση δέχεται µία µόνο λύση την οποία να υπολο- 
γίσετε ουναρτήσει του μµ.ΛΙ᾽αυτά να εξαχθεί ότι η | 


((χ)- ο. εἶνια 1-ἰ του Κ- [1] επί" του Β -{2ἡ. 


Ποιά είναι η αντίοτροφη της { ; | 


(61ὰςς6ς 40 ργεπίθγο ϐ,Ώ,ε.) | 


ΛΥΣη | 


- 


Είναι ὄχνσσμ(χ- 1) ἡ (μ-ο)λχςεμι3 για χο 
Αν μέ2 υπάρχει η μοναδική λύση κεμσς | 


Αν μΞξὸ δεν υπάρχει λύση 
Λωού ο {ίχ) µπορεί πάντα να προσδιοριστεί εκτὀς αν κ-α, | 
και είναι καῄοιος πραγματικός αριθµός εκτός του 2, η 
{(χ) ολο είναι ουνάρτηση "επί" του κ-{οἶ | 
χΧ- ] 
µε πεδίο ορισμού το 0-Α-{ 1] Επίσης κάθε μµ ςΑ- {2} 
εν” | 


εἶναι εικόνα ενός µόνου στοιχείου Β- {1] του χ ττ---- 
μ-2 


ΣΥΙΛΡΤΗΣΕΙΣ 


κα 


-- 


Λρα εἶναι 1-ἰ 


| ἔκ)-κσ” του κ-{ οὖ --. {ιό 
| 


| Δίνονται οἱ ουναρτήσεις 


ε(χ) «Σχ! και α(χ)ςλχὰ 
χ.ο 


'. ὙΝα εκφραστούν οι ουναρτήσεις Ἠηξηοί κθι]-{οα και να 
βρεθεί το πεδίο ορισμού τους. 


ὃ. Να εξεταστεί η συνέχεια ἵων ῃ και ]Ἰ {(Γ λυκείου) 


(θοες. Α, βόδςδηςοη) 


ΛΥΣ η 








Γ. Ν(χ)Ξ(0ο) (χ)Ξα(ε(κ)) - α(2α Γκι (ἐχ- 1) 
ορ ευ ρ--{-2ύ 


1 
Ι()2( τος) (ὰ)2 ε( (κ) τε) Αρ νε φρε 
ὃ, Απλή η | 


ΣΥΝΛΡΤΗΣΕΙΣ 


40 


'ξοζω ἡΓη ουνάρτηση {ε ; Ν-νῃπου ορίζεται; 


((0):-52 
οΓ(η)Ξρ(η- 1)15 και έστω η ο: - Β 
με ο(η)Ξγ(η)-» 


Ἱ. Να δειχτεί ότι ο(η)- }ο(η- 1) 


2. ἴα εκφραστεί το α{η) συναρτήσει του η. 


3, α βρεθεί το Ἱ]1παίη) του η-- κου 
Όμοίως για την ϱ(η) 
(Βδες. Α,Μοπίιο]]ίου) 


σαππεπππεατκααοττβσεκζσταπρεναπρσιοφ ασ νσεσεξεκ κανα παικασα εκει πε εκακαποκ τς σσεεξξ πε ΕΕ ος ρε κπκκτεε ωρες ρναεππσησαρτώςς ειπα πε σειστά βαλε οκ σε] 


Λ Υ Σ Η 
{.  2ο(η)Ξ2(εη)- 105 ε(η- 1) «9-05 ε(η- 1) -δΞο(η- 1) 
δηλ. φίη) 5} ο(π-1) µε α(0)τε(0) -55-3 
2. ο(η)-ἑαίη- 1) Με πολλαπλασιασμὀ έχω 
αίπ- 1) «29 (ᾖ-2) αίη)5) α(0)--3. (1): 
(1) 5} α(0) 
Άρα Γ(η)5ᾳ(η)955Χ 1) 115 
3, Ἱΐπ ο(π)50 Ἠϊπέ(η) 5» 
η-ο»ο η-.0 


ΣΥΠΑΡΤΗΣΕΙΣ 


- ποὰ- 
αχ 
| Ἔστω η γ5ε(χ)” ---ς 

α -Ἱ 


α. Να μελετηθούν οι µεταβολές της 
| β. Να βρεθεί το Ε(χ)1{{-χ) και να ερμηνευτεί 
νΝ. Να βρεθεί αν υπάρχει η αντίστροφη της { 


(ξαςς.Ε,βθςδπςορ) 


ΛΥ Ση 


1. Πεδίο ορισμού το - {οἱ Είναι συνεχής στα ({-0.0)]και 
(0, ο) 
Στα άκρα του πεδίου ορισμού έχουμε την ακόλουθη 


συμπεριφορά. 

χΧ 3 --ωο ϱ) -ν ϱἳ 5 εκ) --ν 0 

κΧ-ν ϱ οὗ -ν 1 5 {Είκ).- -οο 

χ --- 0 ϱἳ --- 1 5 {Γ(Χχ) --ν εοὉ | 

Χ -ᾱ κ οο ο, -ὃὂὸ τω Ἑ ϱ(κχ) --ν | 
2. Ε(χ) τε -χ)» απ τοττικ Ξἱ Αυτο γραφικά σηµαίνει ότι 


τα σηµεία (Χ, {Είχ)) και (-χ,έ(-χ)) είνια ουμμετρικά - 


ως προς το σηµείο Π(0 1) 
6 


φη: 
ο (γ- Τεν κ 'ους-τ- 





3. Απ᾽την 
6 -ἰ 

η ϱ (κ) -Ἴου --ᾱ- 

χ- | 


ΣΥΙΑΡΤΗΣΕΙΣ 





ο Ε-. 
| 
Το πεδίο ορισμού της ο είναι το | 
(-ῶ,0)ὠ(1,τώ) αφού πρέπει -Χ 50 καν ή 
χ-ἲ | 
49..-.-- Για { κει 
, . σι 1 | 
Ἱ. ἾΊα βρεθεί το όριο της είχ]Ξ--------- --- 
χ Χ 
όταν χ 0 | 


2. [οτω (κ) ((χ)5ε(Χ) για Χχ{ῦ 
ε1{0)7ι για κΞ0 
ία εξεταστεί αν είναι η (χ) ουνεχἠς (και παραγωγν] 





σιµος στο κχΞθ) 





λΥση 


.. Για χε η Ε(χ) γράφεται 


«Ντε, Ον) ο νάνος κ | 
χ χί νχ ντ) γε 11 
άρα ᾖ{ῃπ Ε(χ)Ξ5ιΞ0 





| 


. Τώρα (1 έχ)5 


χ ο 0 3 για χχ0 


Χ [ 
0 χξῦ | 


ΣΥΝΛΡΤΗΣΕΙΣ 
.«3- 


ΛΥΣΗ 
Ἱ. Εστω (α,β)ζ(-ω,θ]. Είναι Ε(α)-αῖ--ὶ, ϱ(β)Ξβ.-ι 
και {ία)-((β)-α. - β΄ και {Γία)-ε(β) 
α-β 
ἔχουμε α.βξ 0 διότι αξθ και Α« 0 Επίσης 
ατβ «0 γιατί α/ἴβ Αρα 


ΞΩτβ 


γία,β) ς Ν: αι ΕΡΟ ο Ἡ δηλ. η είχ) εἶναι 
α -'β 

γνησίως φθίνουσα οτο Κ- 

Επίσης ἐστω {(α,β)σ (0,1) 


ία) -((β) 551 Ελ ο. ὁ ΙΑ. Β ΕΙ ΕΙΡη (8). Ἱ ευ 
α β α β αβ α-β αβ 
ομοίως γν. φθίνουσα στο (0ο) 
Αν η Ε{Ε/{ίχ]} ήταν γν. φβίνουσα στο Α θα έπρεπε γΥψία,β)ςσῃ 


α - β 
Όμως για α5-! και β-τ{ έχουμε ({α)-(β).| 


α - β 
Άρα δεν είναι γν. φθίνουσα οτο Ἀ 

Απ᾽ τον ορισμό της ουνάρτησης η εξίσωση πρέπει. να µε- 
λετηθεί οτα διαστήματα {-.,0]) και (θ,το) 

3 
Στο (-σ,0] γίνεται κ-ίς] χΣ-ἵδ 
Στο (0,9) γράφεται χα 1 } που δεν ἐέχει λύση. 

χ 





ΣΥΙΠΛΡΤΗΣΕΙΣ 


ωΕά. 

Αυτή είναι συνεχἠς για χ/0 σαν άθροισµα συνεχών 
συναρτήσεων, και συνεχής στο 0, αφού Ἱ ἰπ ςχ) 05 {ς (0) 
Χ- 0 

{κχ. -ί 

{κκ 
Για την παράγωγο οτο 0 εξετάζω το |1ῃ {ἴ(χ) 
χ-ν χ 


πμ πα. 


Είναι {(χ) . . 


Χ χ. χἨ] ν χὸ ο!) γἰ κ χὴ ο 


Για: χ{έ0 εἶναι (κ) 5 








άρα Ἱϊπ τα λὸεὴ 





χ-0 
43, 
χ -ι ύχ«ο 
Δίνεται η συνάρτηση :{(χ)- 
μα ΝΧ»0 
χ 
1. [ία δειχτεί ότι εἶναι αυστηρώς φθίνουσα στα 
λἈ (-αο.0) και (0,ω).ξίναι Φθίνουσα σ΄ όλο το ἕἃ : 


2. Να λυθεί η εξίσωση [ἴ(χ)Ξ! 
Ὃς ἆ, Να διερευνηθεί η εξίσωση {(χ)-μ για τα διάφορα µ. 
4. Είναι η {ἔ,1-]:Ποιό είναι το πεδίο τιμών της; 
5. Να βρεθούν οι τιµές της παραμέτρου µ, για τις | 
οποίες η εξίσωση [(χ)-μ Ὀέχεται δύο ανίιθετες ρίζες. 


| (Ε]ὸδςςος ἀ4ᾳ6 ῃγρπίἱθγθ Α 8 


ωδοχα 
ΑΝΑΛΜΝΤΙΝω -ΓέαΜέτρια 


ΑΙΑΛΥ ΤΗ Γ ΠΩ ΕΡΓΑ. 


.ρ, 5. -”-ἛἜ.ρ.---Ἓώ»ο -ᾱ ντ ου «ο 


38. ΄ Ὁστω στο ζαρτεσιανό επίπεδο τα σηµεία Αί4 ,0) 
Β(2/0, 1/2) (2/2, -Ι/2) και η ευθεία Ὦ µε εξίσωση 
χξ. 
1. ἴία βρεθούν οι συντεταγμένες του σηµείου Δ ώστε 
Γὰ -λᾖδ. Τι είναι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ 3 
ὁ, ἵὕστω (Π) το σύνολο των σημείων ἩΜ του επιπέ- 
δου µε συντεταγμένες (χ,Φ) που πληρούν τη σχέση 
ΜΑΣ αν ΜΒ μα Ξο(χ- 1): 
α. ἠΛείξέἔτε ὅτι τα Β και 5 ανήκουν στο (Π) 
β. Δείξτε ὅτι τα (Π) είναι το σύνολο των σημείων 
Μ, ώστε : ΜΔΞ οδΚΜ,Ι) όπου δ(ΝΜ,Ρ) είναι η απόστα- 
ση του Μ απ την ευθεία ὉῬ. 
ἵ- Ἱα συμπεράνετε το είδος της καμπύλης που 
δημιουργεί το σύνολο (1) και να καθοριστούν 
| τα χαρακτημιστικά της στοιχεία. 
(Ἀλσο. 6, ἀτκ- μί- ΡπΟΝνώΝς9) 





Λ. έιναι λ(2/9) ο [ο Τετρα σ]έυρο Είναι παρ[μο. 


ἃ- ᾱα. {οι - (κ) -ἡν -ὰ να 2), «1, ν.1)- (κ) 
6ο 1 (ωπερθολὰ) - τα ὮὉ και ς ἄ9ι ἆθων ουν 

ἄν (π)]. ϱ.. Αη]: α. ΝΔ. δαν) 9 

| νο ο ες (ή ϱ κατα νο να αλ {αλ 

| µΜ επ] 


| υπ «ρΏο 


μ4- ΑΝΑΛ. ΓέρΝΕΤΡΙΑ 


β Η τα προ χουχενοι προνυπτε! οτι το (0) Ειναι 
γισ ουσ αςλν υπερΏο]ν γε α .ύ1 : ψν 1: 9 Μου ἐἑ χα 
ὧν ενύο Ἰ, ὀιενετούκο 5 Εεώαι Ε (χο). 


Σ9. α Ὁστω ΛίΟ, Α1/4). Να γραφεί η εξίσωση 
των ευθειῶν που περνούν απ το Λι (παράμετρος μ) 
Για ποιά µ, οι αντίστοιχες ευδείες , εφάπτονται 


στην (5) 1 ἁ-Ξ-- χ 40χ 2 


β. Ἶα δειχτεί ότι απ το Α περνούν δύο 
εφαπτόµενες της (ΜΒ) κάθετες μεταξύ τους. µία 
᾿ βρεθούν τα σηµεία επαφής (τομής) µε τους άξονες, 
Υ. Ὥστω Β, σηµείο της παράλληλης προς τον 
Οχ, απ΄το Α. Ἱα δειχτεί ὅτι οι εφαπτόµενες 
απ΄το Ἑ, στην (1Ρ) είναι κάθετες μεταξύ τους. 
(Ἀλσσ. ἍᾖΤΕ1 8/15) 





| «ΛΥΣΗ. 

α. ο. ευνέεν αἲ το λ διαι α.γκ η ξ. το. κοιέα 
τονς ουγὸο νι Ὃιν (ϱ) ὃο Εέον ἴρο απ Ί λ νου τος 
κ λζω (ο (εφ του 9 κα λκαΣτγντΕ. να ι Όι ἐχου κ 
έναθν͵ Αρέδε) ου να εχυ διηλὴ ρἷα δα]. το 65 

(μ-1)-51ο 5 καν γν-αβ, 

6 Τα μ, κ ὅνο' ουν ι(λ τὰ) Κατεὑοθυνένς Τωυ ἆνο 

ἔὰσ πο Γένων απ πο Α. Ὑαὶ εἶνοι μμ -ί Ἆρο εἶναι κἀθεῖι 


μιτολν του». Τεμνουν του Όν οτω 145.91) 1(4- 5) ον. 
“ “ 


σοτοι χα α 


| -ᾱ41- ΑΝΑΠΛ. ΓΕΦΜΕΤΡΙΑ 


ζ- Λ» ] ο ουν αλεστέν κατεὺνυνον- Των έυ)ίων Τον 
περνούν αὖα Ἱο Β(α, 11). Ἴόδτι ἐλουν εἶίθωση ος Ί(κ-α) 1. 
0. τετψν γένέν των  Κοινὼν ὀυγίων τον» γι Ὃλν ϱ) 
| ὀννοντα. σα ᾖΤν λὺον τὴν Εν τθω θης 3 
| ον νλκεν να (ο). 1: α ὦ. (-2)κ- λα «ὔ ς ο. λρς έλω 
έπαὰν Οταν λ-ο ϱ 1) -Μ(1-α)-{-ο. θ ρἳ)5 ον Ὁν 
6 Χουν Ἠνομινο ιν λι--{τ Πον θημοῖνα ου οἱ ον ύόιχε 
οφ σ πιο ψένυ ύναι κὠθετές, 





| 40. µΔίνεται ορδογώνοο σύώτηµμα αναφοράς χοψ 


| και ἕνας κύκλος κέντρου ΌὉ και ακτίνας ΑΒ. 
| Ὥστω ἕνα σηµείο τν πάνω στο κύκλο,που ορί- 
ζεται απ΄τη Ὑωνία α-(οχί Ὀμ). Οι ορὺές προ- 
βολές του , στους ΟχΧχ, ΟΨψ είναι τα Β.,0, 
| α. ἵα βρεθούν οι οσυντεταγμένες του ση- 
λ μείου τομῆς Γ, της Τ0 καν της εσωτεριυνιῆς 
διχοτόµου της χοΠ. 
β. -α υπολογιστεί το α ώστε ΟΓΞ8/2 


(Οῦ η τετµηµένη του ΙΤ). 
(Ἠλσα. ἀνΒβ που ος) 





ΑΥΣΗ 


ο) Ἀ έώεο ρα εχςι ενθωςη οκ. ),  -4ᾱ 


αι Λἡ δικοτόµος νι κὸψ κ ἡσχ Φα. Ώρυσα κα 
9 


4 


Ἆρο το Τ έχει τευγη ἐν Χ κ πἩ να" σέια γένη 
κα ' 





-ηᾱ-- ΑΝΑΛ. (έαΜετριβ 


6. ἴροω νο οχνὲε 
[[ὸο τα 
σνα ἀεω« 


6) ρωσ 4 {ο διά ο. α: δᾳ , α - Ώπτ α- 11. 
ι 4 ἡ “ ) 4 





Ε{ρεμθ)έινα 8. ϱν Σεωα» 4 


{4 Ἄρνα 








Αλ. Δίνονται σε ορθογώνιο σύστημα 


τα σηµεία Αίμν ὃμν 2) Β4, αμ, μ) παν το 
Γ(2μή Ἰ-μ, μι 
1. Ία δειχτεί, ὅτι για οποιοδήποτε μµ, 
µ, τα τρία οημεία είἴνοι διακεπριµένα ανά 6 
ὂ. Για ποιά µν οι ευθείες ΟΛΑ και ΓΡ 
είναι παρζλληλες, 
3. ΓῬια ποιά µ, οι ἴδιες ευδείες εί- 


συνεπίπεδες: Σε ποιά περίπτωση τέμνονται 
(1 δος Το ΤΒΠΑΙΗΠΕ 6, Ὁν ϐ) 


κεαρηονωακηπκπμηιπιαακσεςεηξα παπηκαιασκανναμακονὀσπωταμκο ώκκαμοροκ/ποαμακακασσιενσωπεεην κακο ρπκποοοπαρ αμ 
ΔΥΣΗ 
4. ιν οποιοδἁποτε μ, ἔκουχε -σὸ καὶ, στ Ξ4. 
λρ. το οη{ ο Ὁ, ἔ,.αι δια κέαρι μ ένο ση , π. ο 
λν Κι Χρ δολ, μ-4 Ξ 205413 Ξᾷβ ᾳρο. [τὸν τοι ΑΛ4Ν 
Ομοὶ», έχαυμς Εζ αφο 2,33 Ξσε Και τς λιωά 
β4ΦΓ πα. αν κρςχς  µςο 5) ἄρςογ3ς25. 


μα Ἠρέπεν το μυκμς. ΟΛ μοι Ῥς υο ἐὶιοιὶ 


Θυχγρ-γ να: οι. κ θγῇ «3χ βΓεαμἳ- αν] (1.1) 


ὃν. . / (5 ρ, ον ο) ρ --θμ 


-45- ΑΝΑΛ. ΓΕΦΜΕΤΡΙΑ 


]ρίαει Ὁ,- 0.:0.-0 ἝΞ) μ-ο: (ας αν 5ο 
ζλ- 3κ κα" 65 -ἶαἡ 1. πι ἢβ8 δεν ἑρίθω έτοι Ἱοιω σω. 
Οἱ , οὖοτε ἐχουγε Νέρίθως. Καθιρὸν ποραλλνλία». 
3. Ώ  αἲ εφέ 60ο θνν εί ζέ6 αν ᾖἵνὃ νόνυομ 4 
0 ͵ θρίου ται ὅπο έαὶ φίὸο των Οἡ και ΑΓ Που θἡ]μοιυὴι ο Ὃ 
Οι «(μιῦ, «μῦνεο ο μ.μ λα... 
΄ἴοωρ ἔχουμι:. αν μέτο, ο χι οἱ Ὠὠὺδεν ΟΑ, ΩΓ 
δὲ, ςινοι ευνεπιώ «δες. λ. µ-ο νου πα ϱἆ λλλεΧ , κοὶ αν 


ψ-ο ν με.ξ 6, ον τε ὀψενες- 


Δ2. ΆΌχουμε στο επίπεδο, ἕνα σύστημα Καρτε- 
σιανό {ο, Ἡ, λα) όχι ορθοκανονικό, µε ᾖ[τ| - 1. 
παι ]-.. ἣι μπορούμε να συμπεράνουµε για την 
απόλυτη τιµή του τὰ καν τι ὝΎια το τν.) 
Υποθέτουμε ὅτι ᾗἵ. - -3/9. ία. εξαχδεί η εξίσωση 
της ευθείας (ἆ) που περνάει απ΄το σημείο Α(4,-1) 
και είναι ορδογώννα στο διάνυσμα ἡ-οῖ-]. 
μστω Ἑ το σημείο της (ἆ) µε τετμηµένη μάς 
ία ᾿υπολογιστεί το συνηµίτονο τῆς γωνίας (4120). 





(οἴλδθως Ρ δή: Αν 6, ο) 
ΥΣΗ. 
} αν  6ό Ὁι το τον ςεἶνναςα 6ναι" εἱ{ [ή 
μαι επειδὰ τω νά Είναι ἔθτι. ον εἶ ὁρ ωι τα ἓν έτοιι 


πα ελ ικα ἂν -ᾱε Ὁλεδτ 







-.ς- ἀΝΛα. Γεα μετρ! 


(Τιωυο» ο (4) . Ἁ εωνεο (ὁ) Όνσι το ἐὐνο]ς κο 


σι) Ην λ το το Οὗριο το έσω Ἑερυμο Ἶνν 9γΊνο ”]. ὰμεο 
συν λ ο σ ὶ µ(κ ) 

Ἓνουε Ἀ. Νας αἴ-δ]ί {(ὰ- ον όμν 11 ἃ(«ν) [1  - 
9 ΙΓ βὺ- οὗ) τδτ δαν) «φ-αοω-(-ή]. 


: Σ (κ-τὴ-2). ια εἶἶοως, ων (ά) ιν ολ η 
Υλγὁτο 


----- -------- --ᾱ---α-----α». -«κα---ς- -- - ----- 


ο... ο. μυ. - μυ ο ---υ---ᾱ- 


--- 


Το ουν [ βο) : Αν Ὢν Χ- 29” εο "Ἔχκω Β(4., 3). 
Λρα ξοι -αἴ να { --) νὰ (69). πι μ1ν - οί τ- σ 
5 ἳ δο - ... 5 5 


λαλ. ευν(4, Βο) - Ἡι δο . σε λπο 
| - 





-” 


Α3. Έστω (ον, ὴ) ορβοπανονικό σύστημα ανα- 
φοράς στο επίπεδο. δίνονται Ἱαιὶ τα σηµεία Α, 
.. 9. στὸ ο στ σι 
Ῥ, Τ, Δ ἔτσι ὥστε 0ΌλξΞυ ΑδΔΞ2ν 390Ξξ0ΓΞ ᾗ. 
ἵα υπολογιστούν οι συντεταγμένες των σημείων 


γ 


Ῥ ναι που είναι οἱ ορθές προβολές του Ο, πάνω 
στις ΛΒ παι ΓΔ αντίστοιχα. Ποιό είναι το ποινό 


σηµείο Ἡ των:ΑΒ και ΓΔ: 
σα (σιλοθς δυ ΡΗ1, «ταν ὃν Ὦν ] 





ἠωλιων κ Ν Ὡδρίων ο 


-αα- ΑΝΑΛ. {έσΜετρΙΆ 


χρηθιμοΏοιούμε . . ἆνο θυν)ἁ μες. 
Τα Αν λΡ θυχγρ«γγι«ά () 
δΡ. ὰ -ο 4) 


- (ον) οἱ πο. να Ρ Ἔχουγι τὸχς 


 (κ- 9) ζην) ζαειὸ 4 λα- τν κοἳ 
. κλ τι 


.ι -(εκ91) μ (0 
] νο 5 Ἱ-λκ. 259 
: ΄ 


Και . 4) ο -κ-τθ. 
ς κουγ: οιτον το καν. κ Η5Σ 


Ἁλὰὴή . ση ς 5) 


χαι δὲ . Ξ (αἰ. {). . Ἓκουχι ςδ - λατ. ᾖ αρ. το (ἂ 


δϊνοι ο... τον 98 γοι ορὺογὀνιο 


όω ΑΒ. (μα Ο 
.λναι το μέοο νο δύΓ 


το ϐ και α ρέζο «ν Ἱλ θἼοιχο των 
-- -- 
μᾷ αι Μί και Τί Ξ ο κ. αι) 
Ἆροι θὰ - ορ ῥὰ ως 9 3 1) σι οι δυντεῖα γγίν Ὁ 
του (Ἠ ἍΊλνοιν («να ἃ). 


2 των Τοι, λα ἆ κουκε ὀµ 5 ὄρ νὰ. Ξ ε(ας. 11) αῦ 
ο 
λα (3. 5): 





-φ- ΛΝΑΝ. ΓέΦΝΜΕΤΡΙΑ 


4Λ. .Σ1ον τριδιἄστατο χώρο Θεωρούμε τα σημ 
µεία Α, δν ο. ώστε σ- 2ἳ οὐ -ἵ «ῇἌ ναι οΓ.τ 1 
όπου (ο, ὁ ἐ 1) τρισορθογώνιο σύστημα 

Τ. Ἱἵα δειχτεί ότι τα επίπεδα ΟΒΓ και ΑΒΓ 
είναι ιάθετα. | 

Φ. ἵα βρεθεί η εξίσωση της σφαίρας που 
περιγράφεται στο τετράεδρο ΟΛΜΡ. Ὑἵα δοδεί το 
κέντρο αι η ακτίνα της σφαίρας. (5) 

3. Αν ρ τοι ἔστω Ι, το σηµείο που ορίζε- 
ται απ΄ την οἰ-- (ρα) (2ἱ- Ἴ)(2ρ- α)5ὲ. γα δειχτεί 
ὅτι αν το (Ρ4) διαγράφει το Ε΄ , το σηµείο Ἡ 
διαγράφει ἕνα επίπεδο (1Ἠ) του οποίου να δοθεί 
η εξίσωση. 

4. ὙΧα καδοριστεί το κέντρο καὶ η ακτίνα, 
του κύκλου , που δίνει Ἠἡ τομή των (95) και (Η). 


(95) 
πντσεπερηπαναπκυνονσωννσσανννιφαναμμ.μασασηππσωσκημαανπανκοπεσπκτε θά 


λυση 
4 κοντα) βὰ -ἕ-ᾱ λα. 8. βλ Κων 
ὅτ. 6ὰ Ρ. «ὐενήρυται ἐχςί το η ] Εενοι σος οτο 
ἐπιώ(λο ΟΗΤ. - «] ανν  σαεδὸ δὰ εδιη Ἱ 
ζνὸ επίώὠεζα χσυἑτοι͵. 





1. 9 (ζνοωο» τού εφ.ίρας Εἶαι του τύδον 
κ αμν” -λακ -- "1δααγτ- ο γ'αυ Ἱέριξ χὲι νν ορχν ο 
ον οχήματος, {ας πρ «ν΄ το Α;: Π-ᾶ ἣερ ῴα-ί 
οίκον κο το Β. {1 - Ἄα - 96 ο 5- ο Ογοῖω ο, 
Ἡ (5) οι. εἶναι: νά «2 -Όκ-πκο ἃὴ ο }οιώ 
«η ας) δω Ά 
| Ἱ ς 3) πο  ὅχκα Οι Τον μέ «χρο εί: ο 0, 4) Κο] 
υτίνο τομ µ: Νο, 
3 - 
3 Μπορούγι φολ δλχουγὶ να το Ο Αι 


-η9 -- ΑΜΑΝ. ΓέΦΜετρια 


ον ᾱ ρ( αἵ - ρα αβ)λάί αέᾖ-Ἡ π). . 
Λα ετέρου τα δνανὺ χο ιο πι πλ ὑήαἲ -] - 
εἶναι χρονων ανεζά ρτ τα ([ιοτὶ αἳ την λα νμν Ξ2 Ξ) 
5) 11 «ὀλ]- νο -ὐ 3.0. 
Τα σαν α Μ οιηόν 0ρ) ουονται. πα στο εδί Οεζο (8) 
[ον ὣερνό εἰ απ Ίνν αρχ» ο, παρὸ1 ]η]ο Προ Το εαί «)εἶο 


Των ᾱ, ὖ. το ὃν ὄ νυόμα Λη - ἕνα ς.υοίι ορ7.»' 5 
σοι ι{ κ ῦ βατ 6ίνοι ορΏο κας” κ ἑτωριόχὸ ο τοι δτ-ᾖ 
καὶ οἷο ἕ- Ἠ  εξίδωοω του (Η) Ἴλασπὸν εἶναι : Χ.Α 


4 ιτ. Ε ν ορΏν, προθολὺ του Ε (κέντρου θᾷ αἶφαν) 
ταίω οτο (Η) . Ἓχουγε λοιπόν ΙΕΕΙ 5 ξ («πετα 6 που ἕ «Ἡ 
το η). 
Ἆά εζέρου πο! νο ο. 
Με). αν]. {6 και Εξ. Εµ-ο 
χο ἐάΞΕΕΑΕΝΑ - Ἰεμ[ίς [έε]ν ἱεμ]ν α ΕΕ: Ελ 
ούτε ΙΕ]. 6. κα ΕΕ. ἔλ-ο ϱ δν. 8 καν ΜΕΝ) 
ωχικὰ ἔχουμι Νεος) ϱ ΙΕΗΙ- ὲτ γω µη. 
ρ- Μ ςατούμ ἐν» τομ» Εἶνσι ο Κὐγλοῦ [) Εέντρο 
{ τοι άντινο κα 
ὄνντεια [να του 
ἐε - (κ-Ωῖι ἡ3 6 1) και έκε[ὰ Ε ε) 
ες «αφ ἡῇ κ.  δάωφο εἲ 
6, -οιν αμ. προ) το Δι οπότε 


λα. - -ᾱτ -ὰ ! 
ΑΜ ΟΥ Και τ ο ον τα). 


-50- ΑΝΑΛ. ΓενμετνιΑ, 


46. ὙἙστω το ορθοπανονιπό σύστημα (ο,- 64, οὐ). 
}ημειώνουμε µε Ν το σηµείο που ο--μ. 0 μεβ. 
Ώστω Ῥ ἕνα μεταβλητό σηµείο, µε τετμημένη χ, 
πάνω στο τµήµα ΑΒ. Ἶα υπολογιστεί η τεταγμένη 
του Ῥ συναρτήσει του χ. Ἰα δειχτεί ὅτι το τετρά- 
γωνο του διανύσματος τρ είναι ο αριθµός 

(κ) οχ”-οχ(μν 1) αμ 4 

Ἶα υπολογιστεί συναρτήῆσει του µ, το ελάχιστο 
της Ε μία) μαι να ερμηνευτούν γεωμετρικά τα 


αποτελέσµατα της ἁσμιησηςο 
(8 «5) 





Λ8: 


Ἱε ο «νο ου τΒ : 668 - κόλ. (-κ) ο8 ςα1ονν ο Ξγ ολ 
Ἶρα ἵρ- ὁρ-οἡ : (-ν)δλ «{4-α)δὲ 


Ἆρα (π)- Ε.ν)ν -κ]ς ο ακ(μι) 1. [μω. 


ων ) κο πα ο» Του 


ς λάχιετο Ὅι τω ᾽ μαι: ( ο μα . Ὃ 
9 
ζρίου) ἔχονγι (ἡ) νχ(6, 1 ε) .- (ας). (μι) 


(αἰςι Μ {μη εινα! Φς νουςο ιο (- οο οι)” κοι ο ὁ πώξόη 
6 (ναι, 1ο). ἳ 
ὦ μ αφου (ο) ειέιοι 6-ιο ΑΕ Φ χζς (ο) 
λβ. ζο θρς το κανα ιδ νά) νο κε[ο 11. | 
λν ο ε[οι] ε µε ια. 1]. το «λςχιαο ἔ-οι σοὰ «ν ων )). 
ς σω λ Ὑο ον ἡτ τρως Ὄν Λ ση] προ) ο, Η Προ. 
ο ο πρου πόνο» ᾖθ φέτα, κ Με ία. Λ] το ἑέρνυ» νι) 


αλ μοι, αν ͵ βΊέλουγε ςὐωολσ οι το .. χίδω Όσο 


-δι- ΑνΝΑΛ. (6ΕΜΕΓΡΙΑ 


είναι το τετροχωνο Ὃς ἀβωοτριεν ᾗτον ὁλ ο ἂν ενιέο 


ἀθ|. 
κο τδαμως μέ {ι όλον οι Ὁ ΛΑ αριότίρά του Α. 
ἔὸι: αλλ «ο έχουγι Λο ναών ιν κα το λ ηδη: [οι] ς η .3 


ν ςω ἶλναὶ Ἆροίπον Οώδουδα 6ἷ» (οι] αρο το ελ χι στο 
ναι το 1]: νε, Λυτω ειοι "ο . ψΨ, β). 
οβιω ἂν μ24 «ολ. ο  δ ελιά Του Α, ἐκουι 
μα. - ὕα]ε ζω, κ ἕνα ν.ο φδίνους» 
θτο ο, 1 Χα! το «αχιοτο Εἶ νο, νι): (9 - { 4 μ). 





Δ9. Ἡστω το τρισορθογώνιο σύστημα 


(ὁ, Ὁν 1 ο) και τα σηµεία Α, Ἁ και Γ τἔτονα 


ώστε : ολ-ι-Ίνκ δή-. 261 ναι δᾖ--.--2δκ. Πονο 
είναι το σύνολο {(Β) των σημείων Ἡ, Ύια 
» , οκ τςλ οκ μον 

τα οποία τα Ὑινόμενα Ο]εβά και ΔΑ.ΤΗ είναι 

(σα; Ἱα µελετήσετε τα κοινά σημεία του (5) . 
και της σφαίρας (05) που ἔχει οιέντρο τὸ 

Δ, ναι περνάει απ΄την αρχή Ο του συστήµατος. 

(8. 3) 


Εκανε ρεακακοσεκώκασιο μμ μπς ανα νμμεκαρακωμμιαρορκώλισενοιοκλβακκ ση ώσσοσ αασς 
ΔΥΣΗ 
Το Φἡμώα ενα: λ(4,-1) 8, -.α) (23. 
λ. ω  ὅχε (κήν 2) τότε 


--4 


0μ.δμ- χ(κ-3) (111) 4 (1-2) α νά κ -3ᾱ (κ-ὴ τ2) Και 


.. : . . 
-” ο.» ο Νν ὃν -- α.ας - -- -- -- .-.- 8--- ᾱ .” 9.” - --- --- 


- ον ο» νο ο Ὁὓ- Ὁἵο ὢὪἓ ὋὪὋνωυ -- -- 


- 


-- -” ν΄ ”- "αν 


-οᾱ- ΑΝΑΛ. ΓεδΜμεΤριΛ 


-- ΄ Ἱ ο: 
ΛΜ ΤΑ τ χήγ1. (κα) -ᾱ ' 
τα ϱὔ νολο () Ίοιαον εαν ανο λντιαὰ 4 Όιν 


α(κ- 491) -3 ΞΟ ἍἉον ναι Επἰεζο κάθετο οἷο Ὁλ. 


λελέωη ου (ϱ) Λί). Ἡ ααγίνα ς οφ αἱρο) (Γ) να 

ἰόα[ς . Β αλσοσωςν ἆ Του ϐθΜ] ξίον ἀ κα το ει λλο 

. Ι 9 -- 
(Ρ) ὰ ο ας (0 -δ[- ας . (µεδαὶ εἱ «[Όλἱ 
Μ τοψὰ πον Ψελετοὺνε ἔνον Κύ «λος τον ϱ) μι 
αὐτἝνο ᾗἝ- ψ(δλ)" - ο) - 3νΜ5 και κέντρου Α. που Εἱναι ὦ 
1 
Ἱροβο] του Α τονω Ότο (ϱ). 
9 / ᾿ η 

[ιο το ο ο ο. που Α ν λάου γαι το ΟΛ ιάναι 
γα θετο οιό (] το λε: Ολ΄- 190Α. λρα οἳ ουντεζαο. 
ένες του λ’ εαν οι ορ (Ἅ -3, 1) αλ εερῖς 
ντο οὔυυ οτο (Ρ] ἑχουγο {.Ί-γτο ϱ λ- 3. 


Το προ (λαᾗσ Ψ1ιο ρε! έθι προδαβῄοοστει και ουὖὸ ἃ διαριώςσυδ. 





-- 4 

4]. Στο Ἱκαρτεσιανό επίπεδο (Ον) 
θεωρώ τις απεικονίσεις 6, και ὁρ του επιπέδου 
στον εαυτό του που συνδξουν το Ιή{χιφ) µε το 


ή (χ{νφί) αντίστοιχα ως εξής: 


ο. χξχαή-ὰ ο χίςφαο 

ο φίςχ-φιί Στ φίΞχαἠ 

1. µἾἹία οριστεί ομοίως η απεικόνιση {οι 
ϱ. Τια το τυχόν Ἰ του επιπίδου, ἔχουμε απ΄ 


ωξᾱ-- ΑΝΑΛ. ΤέώΜετρια 


τις , ᾗ και { ο), ως εωιόνες τα ας σα), 
ο ο(1) μη Μα. (6 ρο 4) (11). ἤὥστω η νέα α- 
πεικόνιση που ουνδξει το σηµείο µας Μ µετο 
Κ, που οὀρίζεται απ΄ τη σχέση: Κἡν κῄρ τι]. πζι 

ία δειχτεζ ότι οἱ συντεταγμένες χα , Ἡ 
του σημείου Κ, δίνονται, συναρτήῄσει των συν 
ντεταγμένων του ᾖΙ, απ΄τις σχέσεις: 

ΧΞ7ψ-ὸ και ΥἩξχ-οψαδ.ε 
δ. µἹα βρεθούν τα σταθερά σηµεία της . 


( 5. μ) 





ΛΥΣΗ 
4 (6 τναι Μι (Χ,, ἐν) - ϱ(Ν) ὅπου Χι: κατα Ἶ χμ... 
ΟΥο.»' ΑΧ. ον) ) µε χ1ἡΣ, ὂνγς χι, 
Ἆρα ή {ο η ἔινςι Τα Λ.( Χ., Ἱ) "ου αοι ζεται 
χ. «τινἃ σκ-1}93, Και ια. Χο α κε. 
3 ῃ οείο ιθοτητα που ορ'ζο, το ἕ γράφεται. 
(η. Χ, -ὰν)- χ.ο Και («-Υ)  Ύτο οιρσ οἱ 
θυντε το κ[ὲν 6) του ι νουται: 
χ- Κε Χο  ΧνΞ διά 
Ὑ - σαν - ιν τα κ Σ9τλ. 
4. Το κ.β] ταυτλέται κι το «Α ὅτον 
κ: ὃν -4 και , ὅ κ} το (11), (4ο). - 


«δή - 


4θ. ἨΓσιω ια οὴμεία ήν (4 γἱσόυνα, ϱ), Νί- { ημα) 
του γαρτεσιανού ος. όπου μα... 
ναι αε(ίο, π/ϐἀ). 
Έστω το ϐΌμ το µέσο του τμήματος Ιός 11, 
μαι (αι) ο πύχλος ὀισμέτρου ΙΤ 
1. Χα δειχτεί ὅτι το σύνολο των ϐμ ὅταν το 
{ διαγράφει το Β, είναι µια ευθεία. 
9. Ία δειχτεί ὅτι υιπόρχει στο επίπεδο ἵνα 
σηµείο Ἱ, διαφορετινό σπ΄το Νου τέτοιο ώστε 
για κάθε Έεβ το Ίνα ανήπει στον κύκλο (οι) 
(να µη βρεθούν οἱ συντεταγμένες του) 
Ψ, Ἱα δειχτεί ότι ἨεΠβ οι γωνίες των ζευγών 
των ευ ιών ν., Ἡ) και ΤΝ, Τι) εἴναι 
ίσες. 
(Ἀλοο. ο. ) 





«Ἀυγση 
4 Το σι έχε] ουν τε ο Κρέν ελ το "ρα δροες5 των 
εῦν τε το ἔνων δν Αν, Νι νά 1. 


σ εθνα , ψα). Λ. τν Ον οἷιο Ον’ σι (Χ, Ψ) 


οτ ὍὉς Οχίευς Χς σνωα Υ- αμ» ον απαλυχω Το 6, 
έχ., α - ίλα ο) αν λ.- Χ , "ρα δω διά φαιρλ ίή 
Χ 


θρ)ουον ων οι εν) ιο που Περνσι {ση ὃν σρχ» ὋὍνυ οἱόνιων, 


--Ἡ 0 ἔνελος (αι) ἔχει κέντρο το σι γαὶ αυ τινα 
το μ.ο τού αοπδςιοόνς Α., νι να]. ασ σσ λ. ( νο | - 
9. 
4” {. ἠ{ονα ᾿ (κομένων 4 εεεςξ- ου (60) δι νο) 
οἳ ο 


ας τι Ἱκθρσατσσαναπκλία--πημαπαμωοιςςώζς--. ο σε ο ωακος ος ος ο δωρο παπί, 


ο ΑΛΛΑ (ΕΥΜΕ ΤΡΙΑ 


(ὅ- ἕως}, (αμα) - μα εωλενα Ἅ ... τς αρετειΣ 


κι -ζουα.κ- ζημα-χ (9 έοννο)-ο (4) 
τω οὸ Ορουν« τα ὠτανερὸ Ἅᾖῄτου 6119, Κρ.9ο-μι. νυν (ς) 
ου» κοροα | κε -ᾱ - Εαν «ἡ Ἴμο ή ους) -ο. Λνο, δ9 
να Ἰοχὺε ανε]άρυτο του , νο αρέπα 
ο... » ἄνολνιωα ὁὃσ βρώ το 6ο τομ} 
(ε)΄ - τον κύκλον (α } Καὶ ᾖἸμ ευ ὐσ) (6). 
νο σὺ αυτο ἕναι το Ν.. Όγων Μ 
εω9 ὑο (6) και ο Κκὺκλοι (ο) έχου», κκ δα να θεα, 
αφου το Ο(οο) Κέ.τρο ἵον ᾖΚὐω]ου ο ος τν «χέλ σπ Ὃν 
ενθεα (6] ολώσιοια ἆ- -ἲ .ς θναζὶςρ. ᾖλυώ Ὁ 
γτταΣ, 
ς εὗτερο οἳγ ὑσ το ονομά ζουμς Ἱ, καὶ ἕνα) θ"γεο του Κύάλου 
 αγέιρου Μιλο. 
9 Το Υρ' ο έρύ ανα ολ... π 
ἐπομὶνο οκἡμ» νο φσὰ τει, 0 μέλος Κὺωλο εἶναι Κάποιοὶ 








(ου) Ἡον Περνά υποκρέωΌα 

άπ το ΑΝ, τοι Τ, του Ο.14ρυν ζἷῳν 
«151. Ο: 6ωιαομέ νε) νὰ ἕνα, 
πρόγχον) θε , αφου ν να 9ὲ 

μ'ο 'θούἵοι κε ε. ὄνσφορά αν ἵην 
ορὺὴ Ὁν ὀιρδερῷ ΝΟΤΜ.. 


49. Βστω {0) ο κύκλος, ο περιγεγραμμένος 
σε υσυσκελές τρίγωνο ΟΛΒ, µε βάση ΑΒ. Να 
δευχτεί ὅτι για κάθε Με(0) ισχύει 
2 2 : ΜΟ.: 
ΜΛ. 6 Β - 0 πο) 9 .- ο. ΜΑ 


' 
.α -ο - ΑΝΛΑΔ. (έσμετνι 
| (άν 4} 


Ν/ [ αἴριον το! καιόλλω λα το 
Ῥμιο) ο οὐθυμάασναξορό», έχω τι» 
ΑΏλο οὗ ἕτερε» ολ να χγὶ νὲι Ν 


το ογν 8 86 Ο. 
πμ. . έτα: «νἃ ἵ,υν 






γ εἶονςο- του ΕΝ 


μα. . ο κ χγ4 
ἑ ο ςᾳς 4 ἑ) ο 6 « 
«ο 
-α. Ὁ Ξ 
«Ὕ α -οα ο 1 μ Μ πελιως νΟΝΊἸωςδο. 
- σα ο 4 ο ῖο οϱο 


ντο) κοτρ ζαυ τει». 


(|. ο ' ω. -α ἀεΦγὸ᾽ 


Φϕ ετίρου 5-α. οι - ϐ κα. ομ ἔ κκ. ως ε) 
. ο (ἡ- Οὔὓρυ . ὰ ε)ν. 
ου. των ϐ . αμ 4, οὐ κσ οκ νι θ.4 εἴρι] ( Ψ 
4 χα | 
[εν οἳ. κὸ- νο) αμ] ο ως 6) 


Ὑφώνονωι το ών μέ]- τ.ι (ο) 
τος ἍτὍδ προ δει) έχω : δέ; 


ο] ος) 6 αφου Α(κ.ὴ)) 6. 


6Ἱο πτρέγς ἵοι ενιελο. 
«{ο- 6) -οᾶ-ο Μου Εώι 





5Ο. ὂε ορφοκανονιπό οὔστημα , ὀίνιται 
το σύνολο Ἑ των σημείων Ν(χ,ψ) ὥστε: 
χζα4φ'-ο]χ| -2-ο. 
χα μελετηθεί αι να πατασκευαστεί το σύνολο 
ο 


(Ἀλσσ. 6 ΑΙΜΙΠΝ5) 


. λα. 


ΑΝΑΑ. (ένΜετριΑ 


μα 1:88 


Ἀ ἐν. του πι ο]ρο «Φλ τω η ς ὃρ-1ε ἵαι 
() χα ἲ -δκ-25υ ο» χ2Ο 
] ο... αν χ«ο 
ἥ (1) ο ο” οἱ κ καν οάφ- μ ο 9 
ἑλ ο ἃ 9 
κ-τ) ο | Ἱξαρι ««ὼν ει ελλη ψ. μὲ μέ. Ἶρο γο (ιο) 
Η 4 


Και μσα» ορνω» ὴα- 34-3 154 


και ες (40) (ο). 
ος ενύ.οφἑρει 


ο το τμήματος ει ων Ό 

ΟΚοίω Ἀ (1) [θαφέται: αλιὶον μα μι πὸλι εἰλυψν 
. μ ἔντρο (11ο) ὖὅσ-ἡ 3: ο. οἵοισς μοι ευ ἶνα φίρὲλ 
το τζἼγο κ κο. 





5Ι,. [α. ὕστω ΑΛ, Β, Ὁ τρία μη συνευθειακά 


σηµεία στο επίπεδο. ἕὕστω επίσης Ο, το κέντρο 


ων ας ρῤι γι μαι νο) κύκλου. οπο ΛΗΕ, ἂν ΑΔ), μ΄ 
[ τα µέυα των ΤΝ και ΑΔΕΒ ανι(ότουχα 
να ὀειχτεί ὅτι το σηµείο Η που ορίζεται απ΄ 
κ --» --ν --ᾱ 2 
την ισοτητα (τ) οὔξ-Ολ «Ο8 «οὗ, είναι το ορὺό- ' 


πγεντρο τωυ τριγώνου. 


β. ἵα δείξετε επίσης λή-26Κ΄ 


(Βλσ606. 6 ΡΑΗΤΟ) 


αμ ΑΝΑΝ. ΓεΣΜέτριΑ, 


«ΝίΣµ 


α λα ὃ οιύομοτὸ ΕΙνσι ιςζο έγου, συ Προ βο]ἑι 


Ἆρα (ων. το ο (γο τς. 


(η Ὡ προῦ δν 5 προ ϐ -. (ο . ος .οἳ) τη 


Ὄ 
--- -- - 
προς οἱ Ξ προς ΟΛ 3 (σρού ο «ο. ἑδτ) -- 


ο .ΟΝ - λα 0Α. λρο τα Ὕμυυ Άγαι ῃ 
των ακιο πι Προ [δΓ 
. βτ. 





. Βρίον ον τοι 

ς 1. το Η ο... οἳ» 
ο ο μωύς τι το μ θρ' του (ναί ἕωι 
Ἆρο το Η ορὺου(ντρο. 


ςτο ὑύψοὸ 


ἑ λ. Το οχυμα έχουνε Λλή- Λο ιζηΗ - 


-ᾱ μα ών μας. 
Αν - Λο-6λ «ὀβιος «ὁβιοἳ - α ολ’. 





62, Έστω λεΒ, ναι η ψέαλχε(λ1)χ-λ/4 Ξ0 (1) 


1. Ἱα εξετάσετε για τις διάφορες 
του λ το είδος της καμπύλης που 
νει η (1) σε ορθομανονιχό 

Φ. Ἱα δοβδούν ου 


ντρων συμμετρίας 


τυμές 
παριστά- 
σύστημα», 
συντεταγμένες Ίτων κέ- 
των καμπύλων σε μάθε περίπτω- 


ση, καθώς και ου εἑισώσεις των ασυμπτώτων τοὺς. 


(αμσσ Ὁν Ἡ ΡΛΥΛΗ) 





“ΑυΣη 


! ον περ πῖωςσι ἵον Ίκο (1) }έται . εο 


η νόξ ΑΛ. ο Ἐωλς τριΛ 
ασ 
και παρ) οτους! Ὁ βκλὰς εν 
Ἡ τρ.) τον Κω. ΦόΣ οα το Ε ο. ε ο). 

"σα κο ν (1) πο : 
αυ μ μμ 

ο ελιωα α εα{ η 


ι 
κ ο Μπι. 6. «αἱ. Σα 


41 


νι ο( μ.ο) καὶ ΟΧ, ΟΥ 


προνύ του Ο»., 0 ͵ 


νέο Θὐότημο Ὁ Εεἶωω» {) γίνεται: 
η κ λ Χαλ αλ 


0νομοζω Ο το ο] υδο 





αν πιερα 11η ου) 


ο συ το το 


-Ὁ 
| 41 

λ. υπολεός 4 λ«ο Ἀ (ο) παριθτόνο υπερθο]ό κέ 
Νεντρο το ο’ καὶ οιθυμΠτωτουΣ τις Υ. {αΧΥ-1. 


0. κορυφές Ίου δρίοιοντα! ὅπος κθν έχουν τε ης νο 
νν αλ τεμ (ης προ ᾗτο αρχικό θὐ ον μοι, 


Οἱ ο, ος) - 
µπτωτες χουν εδισώθειὸ ο. χκ 1. ν-Τ. 
λ. τω λ «η παρις ταν έ' Έλλευψ 
) 
νε Κέντρο ο. Οι 


κορυ ὲ5 της Πάνω ᾖ{ϱτόν Χοχ 
έχουν ο η αλλ. 


χει τον) ασου 1ον 
«γαλ αλ. Ας Δον ἂν ας ᾱ 4. ϱ «ἶναφ 
. νλ 

Κοχ ἒι νου: ο έατισ ο) ὁ ζουας οι ἕλλει 


ψΨη». ν ολο) 
1λι αν τιοτροφα. ον Ἆνπ λ-ι . (0) 
Κόγλο γι «άντρο το 9 


πα θ1 ο ανίι 
' Χαν ατνο 


-ϱ- 
Ρ2 Ὥσιω ιοόπλευρο τρίγωνο :ΑΒΓ πλευράς -α. πως 


το Ο, μέσον του ΒΓ, ᾱ το κέντρο βάρους του τριγώ- 
νου ναι 0΄το ουμμετρικό του 6 ως προς ο. 
1. ὙἎα προσδιοριστεί ήτο σύνολο 3) Ίων σημείων Ν, 
που πληρούν τν | --21:6--2Γ1ἱ [ο] 
9. ία προυὐιορισει { Ίο αὔνωλο Ἱ των ὁἹμείων Ν 
που πληρούν τιν 2 οι. -η (πει). 
Πως πρέπει να διαλέξουµε το κ , ώστε το σύνολο 1, | 
να περιέχει το οηµείω 65 
Φ. Ίνα δειχτεί ὅτι για οποιοδήποτε Ἰ του επιπί- ! 
πμ τό Ὢ πας, | 
κα. προοάιοριστεί το σύνολο Ι', των σημείων 
του , ὥστε: Αι ες εξ - ρα | 
(060. οι] 6, «985) 


ὅου ιοχύειν: 1-1]. 


«ΛΥΣΗ. | 


4 Ὅκπω Μο) «Ἴμειο του | 
-Θννο]ον ς. Τότε: 
"9ης α9Νό (κ, δα), . 

6 αἱ 
ὄσκωτὃ5β.., τανς η ὃς 
«(κ ) ο ) . 

0 οι ω! μο.. | 
ε-αι,-«α. . Ἆρο μ σοθν | 
σα Θχεον Ἰθ ἄφεται . 3 | 


ἄν κ το δ ασ ήμερ 





λα. το αν σα ι ἔλνω, ζω λεω έν ο ίτ [[”. | 


) ἡ «χισν ινε τρ! ( ὰν ΜΜ 1μ] υσναο τννω ι) | 


ο με. | 


-ο- ΛΝΑΛ. Γ{ολι. ἹτριΛ 





| α΄ κά αὖ (ο Γ, εἶαι ευδείαι | κκ). 


ᾶαψα 


Α, οι ἔλουχε να περιέχει το σ, πρέπει 





καγα. .. ας τ39 κ-οὈ͵ 
| σα ὖΥς 6 


5 Όα ὄξιχτει, οτι η θχέςν π} ηρ εν ταν τν κους µ, 


1. Ἡ οχέον 


1 ] 3 Ὁ - 
ο ο ον ο ρεσις εβῇ]να' 


ναι Ταυτοταϐ 3) Πρ οἳ δμῃ ιού Πρόγιου εωτελων τον 
Τις τρό δει) τρουύντυ οΟ-ο 12 / 


α 
ΛΑ «μδομ τα ο 


μμ ο ὅν κ) αρ αωοα)αρτλῶ 9 


1 1 τα 
Όκμν ὃν, σα - ασ. κ θα 6) 


Ἰ 
1 


Θή Γστω το ορθογώνι ο μα. ισοσπελές τρίγωνο ΑΒΓ 
(ΛΡσλ[--α). 
]. Ιία προσδιοριστεί το σύνολο Βι Των σημείων ᾗ 
του εκιπέδου, που πληρούν τη σχέση 
4Λ5 -ἰιδό -ΜΓὸ - 2α-. 
2. α. Εστω { η συνάρτηση που αντιστοιχεί: κάθε 
| σηµείο του επιπέδου σε διάνυσµα, µε τύπο 
| : Μ.ΡΟΠΙΑ -ἴΒ -ί 


-- 


ΝΑΛ. ΓςαομΕεΤΡΙΑ 
-6ᾱ- Α 


α δειχτεί ὅτι η η σταθερή συνάρτήηοη και | 
να προσδιοριστεί η τιµή της. ! 
Β. Να καθοριστεί το σύνολο Ἑ, των σημείων Ἱ 
του επιπέδου, που πληρούν την 
25 --Ιμξ --μΓ2 -. «ραξ α 


(νοὂς άνω τμ ο, 0032) 





ἳ ΛΥΣΗ. 
| 4 ἡ αμα" ΝΡ-ΜΓ- ο |! - | 
γεται; 


4 [ κ πἱ τ (κ- κα] ὁΧμ ὴ (α- πι 9ο 


«Ὁ χΧ κ ή. αχ αι,- 9ο -Ο 





(κό γλου χνωζ των 6 τοι χέων;) Ἱ 


) α. (ἶναι ) μΛ - πὰ - ΑΓ. λζΟλ, ψ)- (κκ, Αμ] - 
- (- Χα) ἴ- ἡλο ος ο π[-α πα): θτοδιρὸ, νο ας 3 
όνναρτν ον ἅναι οσο δρ. )  οᾷὠῤόνο το ιά ούμα κ. 
6. Ῥ δοθεοα θχέον αφεται; . 

ν χι ση, . αἱ, Χ -- ἐαχ,” Δ, { Χρ κα) να” ταιι- θα ε3) 


χεν5Ό (ευδεῖα { βγ). | 


η ωμο ζμα οἱ απ (πι νο, οπσυιρό ωμείο ἩὮ [ 
και ἕνα ἄλλο Τι πον διαγράφει ὀυὐείυα ευνιεί- | 


α σιαθερής διεύθυνσης που ὅδιέμχεταν απ το Ἡ 


ΑΝΑΛ. [εδ εΤΡΙΑ 
κ 63 -- 


(ά{0χ}. Κατασκευάζουµε ισουσοκελές τμίγωνο µε βάση 
ΒΓΡ και κοιωφή Μ. 
Μα καθοριστεί το σύνολο των σημείων ᾖἨ, αν 
είναυ γνωστό , ὅτι ο περιγεγραμμἔνος κύκλος στο 


τρίγωνο ΕΜ5, έχει σταθερή ακτίνα ΕΚ. 
6ΛΒΙΣ Ε, {[982) 





| ποσα 
ἱ 6, οι κατ «όοχαν πρὀθλη μα λν αλυτιώὸ (εφίοι 
Μίηι 1) 






Με ωτω ό 6ὐθτν μοι ονα - 

ορ ἀ5 Όσα προθδιοθίθων τις 

ἔα. Ἄλς 3 του περι σιδα 
: 33. αροι 


ναι λα, 3 
πας (νο να οὁ 


| μ 
| Ἄρ- λ. εδ τρωθν Όι Νο 4 ο. 3- 0 --ἐς(κ- Ε)(/Το 

| 0 ποοκνίττε! ατι τι ὃὂὋν τον Φυ61τημα το» ιο 
| (1) Και τα κ κε. Ποι, ζλυο | 


κ.κ - κα. έπειδὰ ςε βο-Ε -κτα)ἰρο 
Ἱ ἡτ σαλ 


Γ(κ.ο) 





) 


Ἑο ἓκν αν αο) κε ο 9) 56 ο 
| . δλ 
ἡ Ην - 1 8ΛΕΑ ϱ α() αλ) -3 4 λΡ. όυ 
| (Ξ) 4 καν 4 ο ασο- λα. ο ο λ1 
| - κό κλοι νν Στρ; Ον υο) προ» Χ κ [ον ναυα 
| η θεω« κια το Μ, οὲ κάθε Ὀ δη Του Γᾖ, 


-αἁ- ΛΝΑΛ. (Εθμετρια 


Β6}ε δοσμένο σύστημα αναφοράς , στο επίπεδο Ῥ, ονο- 
µάζουμε µονσοδιαίο δίσιο το σύνολο "5 {ΝεΣ/ ος 1] 
ὠνομάζουμε απόσταση του σημείου ν απ το δισκο Ὦν 
δ(]:,Ὦ) τη μικρότερη των αποστάσεων του Μ, απ τα 
σηµεία του ὃῬ. 

1. ᾖἹα δειχτεί ὅτι αν το Ν εἶναι εξωτερικό του 
δίσιου, τότε ὃς ϱ)5ν, ὅπου Νο εἶναι η τομή του 
πύπλου (0,1) και του τμήματος ΟΙ 

Θ. Αν (χ,Φ) οι συντεταγμένες του Μ τότε 

ὁ (1 1) χτνφ” απ 

Ὅ, Όστω δη ευθεία ϕΞ-δ. ἹΙία καθορισιεί το σύνολο 

των σημείων Ἱ του επιπέδου ώστε δ(1:,1)«2δ(1Δ) 


(0λσο. 6 ΒΕΘΑΗΦΟΝ 1984) 





ΛΥΣΗ 


4. Εἶναι ΜΜοΟ« ΜΝ (γνωστά 
γυγετριὴ πρὀτα σαν). 


3. ὁ (μ, ϱ)- ΝΟ - 0Η. -4(οἱῇ). 





σσ ἡ ο Ὄθίρα οχέθ» αφεται: 
γα -ᾱ : 3 |-1-9) ϱ Ν 


| ας τες δ(-α-ν) οέν η «-ἲ (ἡ 
Ὑ 4 Ξ (αν) αν ην 2 (1) 
θι (ι] γαι (ο) }) νουῖοιι ᾿ 

ο ο να 


Μ ο εξ στ 8ν οίς νὰ. 


. ος -- Ανλλ. ζεωνςτθο!ιλ 


. (τν - -ο Ν Μέττ 
καὶ ν- ὃν - 104 -1. Ξσ ο 4-3 . 
λαο τα εἰ ισα των ζσ” ἑνων ίνα. ἆμο 


! 5 9 ' ' Δια 
ο τ αἴα του» κατω Και ᾖΠασνώ ος Ὅεν ευλιο Ξ 
να ῥολέν, ες η ' αν τιστοιχὰ, 
δα 1) τ -ᾱ Να ακ-3 

Ἂ 4 


1. 
ο ᾱ (7 «- γα νὰ... 


μου, [οο/26 


ο... σσ ἀπ 


Ὦ ή, Ώστω ορθοχανυνικό σύστημα (0Ο, Ὅ.,]) και Β 
το σύνολο των σημείων Μ του επιπέδου Ῥ µε οόυντετα- 
γμένες (χ,Ψ) ως προς το (0,ζ,1) που πληρούν την 
2χψ-χε2ηψεον(κ-14)Ξ-0 (κε) 
θέτουµε ἤ -(σ/2(ς τ]) μαι ὑ εΓς/2(-. 1) και ονο- 
µάζουμε (8) τις συντεταγμένες του Ὁἱ ὡς πρός το 
σύστηµα (ο, 0) 


. Ἆ ΄ ιό - ν, τὰ . ο. - 
1. ἴία δειχτεί ὅτι η εξίσωση του Ὦ, γράφεταν 
στο (0,0): 


ια (2κ-- 1)] « -ᾖᾗε-(ο/α(οκη)] 2 ΞΝ{(4 --2ικ) 


΄ ΄ 
Φ. -ἷα δειχτεί ὅτι υπάρχουν δύο τιμές του κ, 
γνα τις οποίες το νι είναι η ἕἔνωση δύο ευὺειών , των 
΄ ΄ - ΄ -4 - 
οποίων να δοδὺούν ου εἐἑισώσεις ως προς το (ο, 0). 
3, ἅἎτι περίπτωση πωυ το ὃ είναι υπερβολή και 
4 - 
πάντα στο σύστημα (0,ᾶ,ὐ), να δοδούν : 
α. οἱ εξισώσεις των ασυμπτώτων τὴς 
΄ ν ΄ ΄ 
Ηβ. το σὔνολο που διαγράφουν τα πεντρα ωι 
ώος “ 4 
του ὮἙμι Όταν το κ μεταβάλλεται. 


(8λ60/ ἱωλποσὰτί 1984) 


66 ΑΛΑΛ. [ςθΜετρ)Α 


ΛΥΣΗ. 
4 διο προ ζλ1μο όνιο͵ φα' νεται ο ρόλο" 5 αλαγ"» 


ους Ὅη |νος του ο ως 
Όα θρώ χ.ν οχίςα ττα]ς ων μαρς νν ενω 
διονύυμοῖος . οἵασ δές Θυ 6 εμοι τα: 


ἲνα τυ Ὁγον Μ({., ἐχω 


ὂµΝ - καν ἆ :Χδι Ὑυ Ξ Χνι (τν α)” αν Ἡ να ( τῇ) « 


ἳ (κ ντ» (χε ν)ή αρα 


Μα. (κ-Ἡ) ψ) χοι «Υ. ς 


Επογ ενώ τα λα" Των ων του 


ἴρ-ἀε ταί 


« 


α 3 (Χ- Ψ) α (χ) - ᾱ- (κ-ψ) εαν (χτν) αν ὐο 


! 


α Χ -Ψ -(χ- “νοκ (ΧΑΦ) «Αν το. 9 
(κ’- δχιωσχ)-- (ὐ  ψ-κὺςφ) » ακζκ-θ)εο 5 


καν) )Υ] - |φ. δι κακ) 2 Κ{κ-()-ο 
Ίρος ὑέτουων Καὶ «ἀΦαιῤωνταοι Ὃν Ἱποφρσςϊα οἱ ὁ 
δη -ι) Κο' α (ανν) οι παραςτοσθᾶν ςἨν 
ας πο, μα τόχρο ὤνα κι εχω.» 


ἴνν 


ια κο Μ τν χι έται 
(κ «Ψ ἡ-.(χ-ν Ξο (δύο εὐλυί οτο (06) 
Και Υο ντα (ϐ 53 ών τ)(Χ- ψ "αλτο (οψ οἱω). 


. α. λκης )! υπερθολὴ να! ιοσξκ«λή{ ο ἐς Κ(ι- δκ)ω]λ 


4. ο κέντρο τη νι ερ ο]ὸν ας Ον το 


α (Ἅν )) )]- -- .. αυ]. κ(ι-ε). 0 


ὰ ο - ΑΝΑΛ. (ΓεοαμεῖΤδιΑ 


(κ, ο): ανα], ἄν.) Έχουνε ο κος 


κ Ακ 
να ο 
-δὃ ἄΧρτν- 5 ( δα, το μὲν Τρο 
Ψες ἂνει . 
ία 


δρ) ςωεται στην «υὐειο ή 

τοι ο ας ευ οτω θνονι]ο (ο 1) ν είζωςὴ 
Του ς, δὲν ας σεχ -- .. νὲο όνσυ 
(ο 9) η ταν µία ο φο]» Που με λε θννε, 





58 ὑεωρούμε τις παμπύλες ὡκαι ϱ΄ που δίνονται 

αν .ίστοιχα απ τις τ΄ 

ο: 6χ--οψ--δ4χ-δ4ψ- 6 -ὐ 

οἵι ἀχξ κ4θψί- 6χε2θΦψι26 -0 

1. ἴα προσδιοριστεί το είδος των παμπύλων καυ 
να δειχτεί ότι ἔχουν το ίδιο πέντροι, 

ὢ ἵα 'βῤμθσών τα χαρακτηριστικά τους ὀτοιχεία, 
(εστίες, ασύμπτωτες κλπ) 

ἆ, Να χαραχτούν οι ὤὦκναι ϐ6εέ 


(ωλσο. αυλής 19894) 





ΔΥΣΗ 
1) Με τις τες '-- έχω: 


(0: κα. ών - 
ρ ο... Ὑ ( } υπερβολή 


α-ν ᾱ. ν” -- 1. κα ν (6 ελλειφα, έχου» 
η θ τω Ὅλέα μεν τρ.» (1-3). 
3) λαο, 
3) Απλα, 


--6ᾱ - ΛνΑν. ΓερΜετρίΑ 


ΛΛΥΤΑ ΟΘΠΗΛΤΑ ΑΝΛΛΥΡΙΚΗΣ Γή, 


Όσο ο. ο -.λ-ὲ...Ἱ- ο --------- 


5, Δίνονται στο επίπεδο δύο σηµεία, τα Α παι 
Ἡ. ἍὭστω τρίτο σηµείο, διάφορο του Α, και 
κατασκευάᾶζουµε το τετράγωνο ΛΡΜΟ, µε διαγώνιο 
την ΑΙ ἔτσι ὥστε (18, πο Ξπ/ὸ. 

ἵα καθοριστεί το σύνολο των σημείων ᾖ1, των 
σημείων ὮῬ μαϊν των σημείων ϱ ἔτσι ὤὥστε : 
ἨΡέ ΡΟ - ΛΣ 


(μΑσαο. «)ΗΙ5 ο 1982) 


ο -υ-----.....ῤ 


6Ο. ἈὉστω Α, ήτο σηµείο µε συντεταγμένες 
(4,0) αι ονομάζουμε ΛΒΓ, το ισόπλευρο τρίγω- 
νο που εἶναι εγγεγραιένο, µέσα στο πύχλον µε 
κέντρο Ο, καν ακτίνα ἆ . Οι παράλληλες απ΄το 
Ο, στις ευθείες ΑΒ καν ΑΓ, τέµμνουν την ΕΒΓ, 
στα ἨΒ΄παι Τις 

Ονοµάζουµε ἂΔ, το σύνολο των ευθειών (2), 

που περνούν απ΄το Ό, καὶ τέµνουν την ευθεία ΒΓ 
σε σηµείο διακεκριμένο των Ἀν Γ΄, που βρίσκε- 
ται μεταξύ των Β΄ ΙΤ" (εσωτερικό σηµείο) 

1. Ἱα γράφετε µια εξίσωση των ευθειών ΑΒ, ΛΓ 
παν  δΓ. 

ο. Ὑἵα δείξετε ὅτι µια ευθεία (2), ανήκει 
στο ἂΔ, αν αι µόνο αν, περιγράφεται από εξίσωση 
της µορφής ΦφΞ-αχ, ὅπου ας(-Ύ2/ο2, Υ2/2). 

3. Ἱα δείξετε, ότι κάθε ευθεία (2)εΔ, τέμνει 
Ἱιαυν τις τρείς ευθείες ΛΒ, ΑΓ, και ὮἩΓ στα σηµεία 

Ῥ, Ον ἍὮἨἈ. 


(06ο. ομως Ἠ 1982) 


ο” ΑΝΑΛ. ΓΕΖΜΕΤΡΙΛ 


Ὅτ 1. ὕστω 0Ο, ΑΔ αν Β, τρία οὐμεία ενός επικέ- 
ὅου. Όνας απύπλος (60) µπερνάεν απ΄τα 0 καὶ Λο 
ενας ἄλλος (6) απ΄τα Ο και Β. Ον δύο αυτοί ιύ- 
κλοι μεταβάλλονται, έτσι ὥστε οι εφαπτόµενες τους 
στο ϐΟ, παραμένουν ορθογώνιες (κάθετες). ὑστω | 
το ὀεύτερο κοινό οηµείο των ὅύο πύπλων, Μα βρε- 


ὃεί ο γεωμµ. τόπος των σημείων ἱίν 
(Ἀλσο. δ0πΠῦ ο 1985) 


63. Ὡστω τρίγωνο ΑΒΓΡ. Στο εξωτερικό του 
ιατα-πευάζουµε τα υσόπλευρα τρίγωνα, Α΄ΒΕ5, Α89 
και ΑΒΓΙ 

1. ἥα συγιριθούν τα τρία διανύσματα ᾖλ΄0βΒ 
δᾖ΄ στο μέτρο ται στη διεύθυνση. 


2. ὡστω ἸΙ, τὸ οὄημείο τοµής των Γπ'και ἡΒς 
ἴ ΄ ϱ ΄ ΄ . ΄” 
τα δειχτεύ ὅτι τὸ 1 εἶναν κοινό ωὁημείο των κύκλων 
(485), (485) αι (ΑΡΓ΄). ἴα ουμπεράνετε, ότι οι 
ευθείες ΔΑ΄ Β΄ και ΓΡ” συγιλίνουν στο ΤΙ. 

5. Υποθέτουμε, ότι το ᾖΓ[, είναυ εσωτερωκιό 
σηµείο του τριγώνου ΑΒΡΟ. ᾖΠαύρνουμε ἕνα σηµείο 2, 
΄ ΄ ... ΄ ΄ ων ΄ 
πάνω στο τμήμα ᾖἵΙΒ, και ἔξω απ΄ αυτό (εξωτερινκό 
σηµείο) ἔτσι ὥστε ὮὨΒδΞΤΙΕΓ. ἴά ρρενύεί το είδως του 


τριγώνου ΑΞΙΡ και να δευχτείζ , ὅτι ΛΛ«ΞΙΑΕΤΟΦΤΕΟ. 


(0λσςσ. 5ὐςτὸ οὐ τού) 


το” ΑΝΑΛ. Γζςομετριλ 


62 Δίνεται ἕνα ευθύγραμιο τμήμα ΛΗ, µήνπους 
α. να σηµείο , ματακινείται, πόνω ο΄αυτό το 
τμῆμα. Ἱα κατασκευαστούν, απ΄ την ίδια πλευρά του 
ΛΒ, τα ισόπλευρα τρίγωνα ΌΡΛΙΜ και ΟΜΒ, και ἕστω Υ, 

το σηµείο τομής των ευθειών ΑΡ καν Βθ. 
1. Ἱα βρεθεί ο γεωμ. τόπος του μέσου Ο του ΡΩ. 
ὃ. Ἱα δειχτεί, ὅτι η µεσοκάθετη του ΤΩ, περνόει 
απ΄ το κέντρο ϐ6, του περιγεγραμμµένου κύκλου, σιο 
τρίγωνο ΑΠΡ. 
ὄ, ἱ.α δειυχτεί ὅτι, το σηµείο ἄν, είναι το οιί- 
ντρο των περι γεγραμμένων Ὥτοκύκλων στα τρίγωνα ΡΙίΩ. 
4. ἾΊα βρεθεί ο γευμ. τόπος του κέντρου του 
περιγ. κύκλου στο τρίγωνο Γ2Ρ0. 
5. Ἱατασικευάστε το ΕΡ. 


(Ἓλου. ὮἩ, 1982) 


γιου Όπσσο-ατεταν πιά «παρ «Ἴασην «πα απαπα; φπακοῦ, (ῆππο Φοπας. φαν πο 


'643 Ώστω ισοσκελές τρίγωνο ΟΛΒ {(0Λ50Λ). 
Έστω ΟΗ το ύφος. ὉΏστω επίσης (0) το σύνολο 
των πύχκλων µε κέντρο το Ο, ναι ΑΓ παιΒδ (Γ,Δε0) 
οι εφαπτόµενες απ΄τα Λ και Ἑ στο τυχόντα πύμλο 
που ὃδεν εἴναι ὅμως συμμετριές ως προς το ύφος ϱἨ. 

Ι ἵα βρεθούν οι γεωμ. τόποι των Γ παν δἂ, 
καθώς καν του οηµείοῦ τοιής {ἢ πων ΑΓ και Ὠδο 

2, Ίῖα δευχτεί ὅτι η ευδεία ΤΑΔ περνέει απ΄ 
το οημείο Ἡ. 

5. Ἱα δειχτεί ὅτι, οι διχοτύµοι της γωνίας 
ΜΝ, περνούν σπό σταθερά σηµείαν 


(.λσο. Ὁ 1985) 


ο σι- ΑΝΑΛ. {ζθμετριΑ 


οἳ Ίίνεται η ουνάνρτηση ε(χ)Ξχ-ῇα] ῄχεβ. 


1. Ἶἴα μελετηθεί και να χαραχτεί ἡἨἢ καμπύλη της 
6,σε ορθοκάνονικό σύστημα. ὥστω ϐὉ το τµήµα της Όκμε 
αρνητικές τειµηµένες και ϱ 
κές. 


2 Το αντίστοιχο, µε θετιὰ 


2: στωα , πραγματικός και θετικός αριθµός 
και θεωροάμε τα σηµεία Μ καιΡρ της 62 µε τετμηµένες 
αντίστοιχα (α-- 1) 5 ναι (ας 1)Α. ὥστω επίσης Κ το 
µέσο του τμήματος ΙΡ. 

α. ἾἹα καὺθορισταύν οι συντεταγμένες του Κ ὅταν 
το αε(οΟ,4) και να χαραχτεί το σύνολο των σημείων 

κ. 

ῥμ, Οµοίως όταν αλ 

2. ἩἙστω Ὦι η ευθεία µε εξίσωση ΦΞχΧ-λ µε 
λὺὸΟ. Ονοµάζουµε ᾖ{ και Μ2 τα σηµεία τομής της Ῥι 
µε τις ϐΟι και 02 αντίστοιχα. 

α. Ία βρεὺεί το σύνολο των σημείων που δια- 
γράφευ το µέοο Ιἵ του Με όο όταν το λ, μεταβάλ- 
Ἴεται. 

β. να υπολογιστεί το µήπος του ή, ὑἷο 

γχ. «οτω ΑΔ(2/ὸ, 2/9). Ὀεωρούμε ἕνα νέο 

ούστημα αξόνων ορύοκανονικό {Α, 1, 6), έτσι ώστε 
(ή Ἴ)οπ/4 .. Ἐσίω Ἡ σηµείο της ευθείας [νέο 
που ανήκει ὅτων άξώνα ΛΙ του νξου συστήµατος 

, ρ . ο. 

αι η] τέτοιυ ὡωτε η η ο πο μή ρ 
ὠουναριήῆσει του Α, τις συντεταγμένες Χ 


ια επφράστε 
Ἱ . τς ο Ναι Ἑο 
του 3ο, οὅτο σύστημα (Α, Τ, 6). ἴα βρεθεί ο 
τόπος που διαγράψµαι το ὑ]2 ὅταν το λ µεταβάλ- 


λεται, ἰα γίνει η γραφική του παράσταση. 


(ἩΏλσο 6. ΓΑΚΛΗ 1984) 


μα ος ασ ως αα.ο κάω «κών Φναάτ 


- 3490- ΑΝΑΛ. Γέε9 ΜΕΤΡιΑ 


66. ἠΛίνεται ισοοσιελζς τρίγωνο ΛΕΡ {(Λ8β-ΛΓα2α) 
ναι τρα 

]ε]ία βρεθεί ήτο σύνολο των σημείων Ι του επιπέ- 
δου, ἔτσι ὤώστε: ΟΜΑΖ «3ΗἨΣ «3ΝΜΓΖ - θαξ 

2. Ομοίως το σύνολο ἙὮ των σιµείων ἩἨ ώστε 

ΟΛ ὁ α1Εέ ΗΛ ΓΡ .22α- 

2, Ία δειχτεί ότι οι ευθείες ὮἘὮΠ, ΑΒ, και 
ΑΓ ἔχουν κάθε µια ένα µμονσδικό κοινό σηµείο 

µε το σύνολο ᾖΤν 


(µοο.. ϐὉ 6ὔΥΛΗΡ 1984) 


61. }ε τρισορθογώνιο σύστημα δίνοντσι τα 
σηµεία Λ(5/ο,2) Ἑ(9,ο.1Ι1) Γ(6,-2,]). 

Τ. Ἱα δείξτε ὅτι τα διανύσματα ϱῇ και πτ 
είναι ορθογώνιαν. 

2, Ἡα δοδεί µια εξίσωση του επιπέδου 
που ορίζουν τα σηµεία ΑΛ, Ὦ και ΓΡ. 

ἁ.]α δοθεί η εξίσωση της σφαίρας 5 , διαµβτρου 
ΛΒ μαθώς και οι συντεταγμένες του κέντρου τῆς. 


(0λσσ. ο ΛΙΤΙΙΙ Ες 1984) 


ο ---.--..........- 


66, μοιω ΑΙ) ταὔπλευρο Ίρίγωνο και 1 ωρού-- 
µε την απειωιόνιση ὦ, ώστε σε πόθε σιµείο Ἡ του 
επιπίδου συνδζουµε τον προγματωιό αριθµό 

α{ μλς «ας Γεν 
- 
Εέτουμε Ψιη] τα µε α)θ 
΄ - 

Τι. Ίστω το σηµείο ϱ που ορίζεται: 05 /2λῇ 
νσ υπολογιστεί ήτο αλ”, ος και ϱΓ5 συναρτήσει 

του αι 


---ᾱ - Δ. 


2. Μα κάλυριστεί το ούνολο ᾖ|ἵ' ἵων σημείων ᾖὃ που 
- ο 
πληρούν την ου(ώ)Ξα 


(Όσο.  Ὁ οι) 


-- --- οσα. «ο. Ὁφωσαωσςώσο» ο υΌ-- 


639. «στω υνι ά σημείο Ν στο επίπεδο, του οποίου 
ου συντεταγμένες δίνονται συναρτήσει του χρόνου 
απύτις εξισώσεις: χξο/συνὲ υ ντ- µε Τε(ο, κ) 
Ι. ἴα υπολογιστούν ου ουνιι ιαγμίνες της ταχύτι- 
τας στη χρονική στιγµή { « ἵνα δειυχτεί ὅτι η 
τροχιά του κινητού, Ἐ, είναι τµήµα µνας ππερβο- 
λής (Η) µε εξίσωση οχζ-ψ--20. ία κπατασιευα- 
στεί η (1) και να καθοριστεί το Ἡ (τροχιά) 
ο. Ἶα καθδορίστε τα τμήματα της Ἱ , ὅπου ἡ 
κίνηση επιταχύνεται ἡἤ επιραδύνεται, 
3, ἵἴα οι,ἵἴσετε τις κορυφές , τις εστίες και τις 
διευθετούσες της υπερβολής (ΗΒ). 
ἡν ἵἴα δευχτεί ὅτι η τεταγένη του , παί- 
ρνει κατά τη διάρκεια της Ἀπίνησης, µία και 
μοναδική φυρά την τιµή 4γΡ/2. 
Πυιά εἶναι τότε η τετμηιένη του 
Για αυσιή τη υῤυη νο υπολυγζουι ειν 
απόσταση΄ του απ΄ την εστία της (Η) µε ὀετι- 
γή τετημἔνῆο 


(πλου ὁ 8) 


-πά- 
τΚΕΕΙΙΚΗ ΚΑΙ ΛΟΤΑΣΙΕΜΙΚΗ ΣΗΑΡΣΗΣΗ.. 


7θλ Δίνεται η συνάρτηση : : κι (χε {χμ ) (μεΠπ) 
και συμβολίζουμε µε υῃ το πεδίς ορισμού της , καθῶς 
ναι ἷμ το πεδίο π - της καν 0μ την καμπύλη της, 


1. Ἱα καθοριστούν τα λα. Ῥι για τα διάφορα µ. 
ὃ. Ἱα μελετιθούν οι μεταβολές Ίων σια 1). 

΄ ΄ µ μ 
5. Κα χοραχτοῦν οι παμπῦλες 6, 6 


ο, σ4. 


” ΄ . 
4. |. Ἱμουδιοριοιοὺν 1ο οὀυνολα Ἰμ . ιν) 
ὀειχτεί ὅτι ον νι είναι {-λ. για οιάθε µ. 


β. θεωρούμε απ τις δμίχ) τις { ναι | 4 
Ία. Ἱα δειχτεί ὅτι ΊχεΕ {/2{ό ό- {εἰ 
β. χε 4 0, 1/2[έ-.. 5] εΞ χ 


γ. Ἱα οριστούν οι αντίστροφες συνορτήσεις ϕφι 


ναι Φϕ |. Των . ναι 4 ο ο μά 
Φ. θεωρούμε την φ(χ) η εσσαε-- Να δειχτεί 
ότι Υχεξ, ο (α) ατα παι ότι σ(χ)2 «1 


5 Ἱα δειχτεί ότου η φ(χ) είναι παρµαγωγίσιµη 
και ὅτι φ΄(χ)-1-φ- (χ). 

Δ. να μελετηθούν οι μεταβολές της ϱ, 
και να διιχιεί ὅτι υπάρχει η ανιίσιρυφή της - 
µε πεδίο οριομού το (--4, 1) 


Κα επαλιθέφψτε {αν ονοµάοουµε τίχ) την αντίστρο- 
φη της ο(χ) ὶ ὅτι ῄτ(0)Ξ0Ο παν επίσης: 
τ΄ (χ)5 πττε 


(116σ. 5 1982) 


εκθε ΤΙΚΗ - ΛΟΓΛΡ. 


ΛΥΣΗ, 


4 Όα πρέπει ΥμεΝ Ν«μ2ο (ι) 

και γνκμ 7ο { 

αν μ»ο οι (4) πληρούνται κε. 1. . 

Ὅταν μεο . (06 Χο έται χεννΣ χακί, [ια να ἔλναι 
κ. Κ|υο πρεπει Χ»Ο σα. Ὀ «ΗΒ. 

Ὅταν εἶναι ψέο .. (ια, ἴθχυει 6το διοοτάµατα 
-(ω, «Ψμ)υ (ημίν) (ωα Τη λύθη τη» αγίων) ενώ 
“ (6 , μον» ο Το ({μ, ο) ; Το ΟΔὐοθιο Είναι το Όν. 

Τελικά  ἍΆοιπον ἔχουμ 


β ὅταν μ2ο 
] Αα. όταν /"ο 
({μῖ,«] ὅταν Κο 
4  ῥλεταθολέν τὰς δω 


(». κ]|- 3 (.. Ξ ή, χ-κ-μ ιω ( ος, , 
9.0 ἡφ - ὃς τγω -- ζ κ- όν να ςν) 


Το οριο ἄντο Οτα» μ»ο ὄναι το π, ένώ ὅΌἵαν ψέο 


δὲ, ορἳτετα, Μ σμν ολ ρ.. 


να. {α. τν ηλ 2Ο ὑκεξ, "ρα 1 να .. ψμεβ. 


0. πιναυ ὺ σετα (ςλων ναι 


μ»Ο μέο 
κ | .. ο {-ν. 4 00 Χ {ο μι 1.5 
ο) -ο ο .. Ίο ὃη ἐν νι 7. 1ο 


5 πο μα σω πα : ρ 
᾿ ' ι - οο. 
' (νι) κ ν4 


ο. 





τα Ύρλα “κάτω, (νο {ο ο). 


ἡ Ο., εἶναι ο καγελε δι αρβ( στ) 


κ», έκθετικΗ --ΛΟΓΑΡ. 


Η. λ, γκο. 59 Ἱ» Ἀ 
λ. Ἰ-ο -: 1: Α 
λ. μκο 1ν- .[ο, ο). (. ζενντικα Των πεδίων ιγων 


ειναι οἱ καμπύλες ζ, ο νὰ. ζαειοι {7 προκύητει 
οτι ν Ἶ, νναι ἍᾖΙ-4 Υνγεβ, 


Β.« ο «{ὐδ- τας 


νσπῃ ο. 
ἃ 4 κωῶ-ι 4 λε] Ξ 
3 κακο 


ο, μι (κό) Θ ὢ - ««ίωι ο εκε 5 
λες ἑν-δεν σλ. ως εἷ-α 


-. Ἅ-----------ᾱ 





λος 
Όψοιω» κ αν ο 
η 
3. ΦΚ) 89. Ἔτ-5 . εκς-σ]. ε- ἐ᾽ 
ϕ {) 6) .ά ο(ε- ... - θα 
ο 


. {κ κ«-ᾱλκ 9 
φον ο ε ἃᾱ {4 (ῳνερὸ). 
ε ϱ -ᾱἲ 





9. ὁς) (εταο )(ἔν ε”) -(έ- ε(έ-έ Ἅ 
ως (ο δες” )ὰ 


- (ο ε- 6.0). {5 ϕ κ). λρ μ πο) νο ΦΚ) 
(ο «ς ) ορ Ίεται ς ολο , 


4 νε» δω «εἰ ιά, Φ412ο Ὅ νι φία] {7 ετο κα. 
έιναι ,, Φξ) - τν ο(1- τς.) ΕΞ α 
ο 


Α) χ ' 
6 [ια οἳ- 


εµθετΙΝΗ - ΛΟΓΛΑΡ. 


.. 


ες Φα! : -4 (ομοίων). ον ας οτο Τιρων Ὅ (:, ) ... 


Μ Φ(«] δαν αἰλουέα , έναι (-ι. | θα υπσρχε ὝἊ 


αῳ : τα] (-ι, () -- λα (, ίθυετα! ἓι η 
ση ο. | 


: α 
όκα] Λ. ο τ-ε---- ----- 4 ϱ-- ε... ----λ] 
θεό θὐκό 


ώς ο. απο - ἨΞ αγ. . ὑν] Φα): τὸ: ζ εσημ 
(ναι τα) - μ.ςΣ κ] πρ ασ: 


τη τς 





ολο -κγ” ους κκ -- τι 
΄ π ον Εν ο ) - 


᾿ τπτ ν ἵ-κ ) 
(ε ναι Ἶ( ση) κ ]λτς - Ἀ- Χ. αφου πιεχει ). 


..] 


έν 








4. θεωρούμε την Ε(χ)Ξ-4Χ -οχ 


1. Ἶα μελετηθούν οι 
υπολογιστεί η ελάχιστη τιµή τῆς, 

ὁ. Ιῖα παρασταθεί γραφιμά, Απ τη 
συμπέρασια 


. 
οι Γῶν ες ει οος, 


μεταβολές τηδ. µᾗΜα 


γραφική της 


παράσταση να εξαχθεί για το πλήθος 


΄ 
μαι το Πρωοο των 


{(χ)]-α αεᾶ. 
ᾱ. Ία βρεθούν υπολογιστιωιά οι ρίζες 


(Άλσα. ο. 1982) 


ρ 
αυτες. 





ΜΗ. θι Χ 

κθνη ην πα 1 
4 ων” ..,. -6 ο. , ἔηλ - 4 η - 9. 
ο (α- /) Ἆρι [ 4” {νο 6; χω Ἡ . 


τὐν ἃ 


έΚκθεΤΙκΗ - ΛΟΓΑΡ, 


-18- 
και ια πχ ν ζω ... 
συν 5 0. 9 (ᾳ-9) 


ές - . ο. οε(4ς -τ) ο 


Χ |. οὐ ο 4οὉ ὃ ηλ. ν νο την Ὃινὸ 


ίω ο ο -ι ο) ενο -ᾱἲ - {(ο) 


9 ἡ νο. χά! : -ᾱ) νὰ. μ.δ εν ἶνται μι χς-4 
σον ειναι 6η] 6ο καγπδ. λθύμπτωτου Α ο ᾿ Ύ 


θ-9φ.υὴ Παρορθταςν ἕάναι: 


ία τν ὀαφων πωραταθή Προ. 


Κὐπτέι ὅτι 3 ὥ«)-α- (που ο| 


ο ----- 


νους τνς ο Θαλαίνουν 
το οαμυο ” τομὸ της καμκύ ἐν 5 
μα γαι τνό 5 α/., παρου θά ς) 
τὴν εξής κατανομ» . 

ίις α «-ᾱ ᾗ ἐν έχω έν (ο κοινο Φημέλοι) 
έχου]κέ λκό λύσεις, ἑτεροέν]μεὸ και - 
Ῥετική, 





-λ «α«ο 
α»ο , ῥιο λν ον 


ἔ. ο» δεν δουμε α Ἰχεθρικά το παραπάνω 
πορίονχστα ͵ , ες άφορει ον του α.. 
νε) ο {(ὁ ] ο α--ἱ-ω ὀέτω Ότω -- 
“θω-σ-ο 93 ὦ, - ,ανιλα. Ἆρ. τν ο«-ἶἲ δν, 
έχω Αν οαὃ ςυ. μεσεηι έχων (αν α.47ο9) 
4 αγία ϱ κς νι: γιοι) του ορ. ζέται τι συν 
χοι ο”. ι νντα ο κ. θ(ι-γιις μου Πρεῖιεὶ |- πα »ο «57 


ἆνια 


-Ἡ 9 - ςΚΘΕΤΙΚΗ -ΛΟΓΑΡ. 


ία! 6 ««ο. λ.. Αι δέύτερ- νου υπαρ χέλ 
90 σαν, 4209, ὁπωλ ἐἰχέ Φανεὶ ἀπ τη γθαφιωή 
λεν. 





ὦ 8. ὑυεωρούμε την ᾱ (χ)- μΧ που ορίζεται 
σο Β, « (Ειδικά η 5ίὰ ΞΤι{ χ/χ. 
1. ἵα ὃοδεί ο πίνακας μεταβολών της. 
ὃδ. Ὀστω (οι) η καμπύλη που αντιστοιχεί 
στην ΦΙ(χ). 
α. Έστω επίσης ν ͵µ δύο φυσικοί: Οένίμ 
ία εξακριβωθεί η σχετική δέση των (ος), (οι) 
β. Ἱα χαραχτούν οι σ., 00: 


(πλσο. 6ο 1982) 
ΤΝ χ.νεπέρειος λογάριθµος του χ. 








ΛΥΣΗ 
ἱ 
ιναι ί, Ξ (: έννκ - 00. (: - 
4. Ένα ἐν Ίμὶ ο απ ο - πι 


μον :Ὁ ιὠ ο. έμν κ. --ο 
-- τν 


0 τν ο 
(μ. αὖι ντ), ν. να αρα ον ν-ἔωκ2ο 


γι ντ 
(Ξ) κκ 1 ενω γχισ κ»6 ν ον. 


.»«10ο ϱ) νο 
ος κ” ἲἰ ὸδ ο 


έ 


--90- εκθετικΗ: ΛΟΓΑΡ. 


.. ο.. ἵνα τὸ ς, υπορχουν ορι; όετιοι (159) 
καὶ κατακόρυἁ (κο) σέύμπτωτ]. 
νκεα ὁ αι «ομε) ὃν νΑ. " ᾳ ςρίθωετα, "πόνω,, 
απ τν ο, ξαιςς τα σοικροτατα πληρούν: 


ν εν 1. έχουμε µια μετα νεδὺ του», Ππροὶ το 
ο Ἕ δετια. 


αν 
α]- (νο 


σι ςα 


4 -.-- -- -- 


ὗ32., 1. Ἑσιω η Φ(χ)ΞΙΝ(1χ) του {({,)-Β. 
ἵα υπολογιστεί η Ρ΄(χ). 
2. Ἑστω ΜΕΝ νᾶλ2ο : να δειχτεί ότι 
ος μαμα.) - (κ) 6 -πέης- 
5. Εέτω 


ὃν 2ήῃον μμ"...  ὖην " Ἆα δειχτεί ὅτι Ώφ-ε 


(Ἀλσο. 6 1982) 


ΛΥΣΗ. 


{. [ικοῖ. τας 


ὰ 9 Χρν ειμοϊτοιὼ το 0, μέθη” τιμη ια Όν 
{α- ή, (κ) στο (κ, κει) σα Τότι ξιεκωὺ 
(νο η) -- (α(έων) - τς 


“ 


ας ςχθετικ η - ΛΟΓΑΡ. 


ς ναι κέἷέ« κιν 3) πετ «τ- (οι) 


ο ο ο υ---------- 
(η (1!) « ϱ11 στι Θ 
αλα) ας. ἴ-- εἰ α -ἷ--ς Ἱ 
(κα)θ.(κ ει) τρις κ 6 κ πο να 
2. ς Φαργοίυ της προ υ]ουμίνὴ οχέον κ, ΑΛ Ωλ, 
(», (2) - τ(έ. 1) « 
Σ (11 


( (11) -έ- ο ,- 
(054) - (ων εἰς 





( ι ν.)) - 6. ο μια . ο 

"(εν 6 ) ( 4 α μι τρ ώὤδοι 

Ἑχω] δ.. (ένρ.]- ες 1) - ον Χα. αρα 
.ω Λ. .. ς ώλλα 4... Αν : ο 


ο Ίου. 


«ρο - 





4 Α. 1. Ἱα Βρενούν τα όρια από δεξιά οτο 
οημείο { των: 
αν ασισίκ  ασλτ κ. ἀτέσκ, 

κ-ἲ ἴχ-τὰ ΙΧ ἴχ-ι) υΐχ 


2. ἴα µελετήστε τις μεταμολές καν το 
πρόσημο της (χ)1{1νοὐ -ν µε τύπο Τ(χ)σχ-1-ΜΙΧ. 
ία εξαχθεί ὅτι ἨχΣδΙ έχουµε {4ΜΙίχ έχ 


Β. ΙἹ. ᾖ[στω η 4(χ)Ξ μία εἰχ). Ἅἵἴα βιεδεί η 
παράγωγος ς(χ) και να συµπεράνετε ὅτι το 


-δὰ τείνει οστο 1 όταν καλη 


-θά εκθετικὺ -ΛΟΓΑ}Ρ. 


γ 


5, ῬἙστω Π 4 
ο(χ)- ἡῆτ ἲ χε 


ο χ5 4 
1. Να δικαιλογίστε τον ορισμό της ἄὄ(χ) για 
χλ4. οι. - ΄ 0 
.. λα δείξετε µέσω του τύπου της διάταξης 


του ολοκληρώματος, ὅτι για χ»4 


χτ-1Νχ : Φ(χ)2χ η 1/Ν 
111 χ αρ δν στ . Χα εξαχθεί ὅτι η 


Φ(χ) εἴναι συνεχής στο Ὁἵ 


πᾳ.θεωρώ τὴν ᾱ({)- 1/9! στο (4,0) και ϐ µια αρχι- 
πῄἤ της 4 στο (4,οο). Κα επφράστε την Φ(χ) συναρτήσει 
των τιμών της 6 για χ»ι ἵα υπολογίστε λοιπόν 
την ὁὢ' (χ) 
β. Απ΄ τα προηγούμενα να δειχτεί ὅτι η Φ(χ) εί- 
ναι παραγωγίσιµη στο 4”. Να βρεθεί η φ (χ)., 


(Ἀ4σ66. Ε . 1902) 











ΛΥΣΗ. 
Α. 4. 1:.. ( 4 - ὅνω ΙΧ -4 
Γ πα τα 
κ ἕνω. ρα, ας ᾱ. 
ᾗ τοσα ' υν( 3 )- 3 
| -- .. 
{... κ- 4 -ένχ - ο - τω ω- - ο 
(αχ ο ια α 
1.» χ-ἰ -ζ-κ - (ν ας ”---» 
Σ΄ (κ-)ζωκ |. κα α. 
. :. οὉ ϐνν χα Γ-1-ο-ο 
α ρὀ μ Ὁ | 


ψα) ἃ λ- Ξ Ὥου ὄναι ξω2ο οὖν να εροι ο 
(ο) Ἆ χα) .ὰ δαλ. εναι κά. Υκε[!, ο) --) 
"μη .μ. -ι λαιχέκ ὙἨκλ1. 


ὕν[ιο  ᾗἃοὸ 


έκθετικµ- ΛύΓΑΡ. 





--ϐλ- 
1 ο. . α 
ϱ. 4. ταις αι. αρ ς { 
λα τις ὃς ἀισὴς ἔν 4μ.. 
1- κ-ἆ δι κ-ι 


Γ 4 Πρέπει το ορ!0ι Του ο Ίου] «ρύλμα τοῦ νο 
ορ) {ουν νὁ ὠν]ω- ο, Ε, αι (κ «κ .Που (σχὺα 
ιν ὁπ την 9. ι 
4 (ινα ποτό ότι κ (έ-α) Ξ ς δικιακ « Μ(4ο) 


ι 











: | 
τ Περιαίωοθο αῦ ο μ ἱ και 3 
υ 7 ἳ ὔ Ὑ (ιν) ἵ ζ κ 
«Φου - ο 6Το διάστηµα ο]ου]νρὼθέω» ὄνοι ουνς ΧνΣ. 


τοι πλ ον «εφΦς σι (ην | 
πἩ θν(1 ο (κ) | 


τω (ιν. Φω -ο ἵαι «χο -Ο ἂρ. 4 (ῷ ὠνεχὴδ. 
ον 


| 

(Πατρ.ω τα ορισ των α »θων της προνζουμενὴ» αυλού). | 
3 α. ναι ΔΝ... Επομένω» Φα) ἡρτάϊ- 

θ ντ, σα | 


' σα | - ()- (σι. κ). Ἆρα Φμι- σκ]- 


1ο 
- σ δν Ι Μ . -- μα ο πμ 
(ι μα ν) θα κι (οχ) 
ϱ. (ή). ον δω Ὡς 
| 1) κ -{ 


ἐς α--αι εὔω πω κ ν κ-ί-δοκ 
κ) γω κ ! ο. ι ἀ-ι) 1. κ) 


έκοετικἩη - ΛυΓΑΡ. 
ο φη- ' | 


] 


ο  ν Ονιδο τητα νέα ολ]αδο, αφού Κ-ίγλο. 
ο 


τα ανροια ορια ὄναι, [έο ψὲ τ ) 
-ς ζ µ - ο 
ο οΟὗπωιο {Εἐρν0οὶ Ἡ ἡωπούμέν πα στ µ | 





Ὑ5..«εωρή τις {0ἱ)Ξ σχ. ΟΥ 44} δο(χ)5 χ-ἔοχλει 
ΑΛ. 1. ἍἾια γίνει ἩἹ γραφική παράστοση σιτης λ. 
Ίνα ἑειχτεί ὅτι η 0, καμπύλη της 20 είναι συµε- 
τρική της 6 ως προς το πέντρο των αξἐύνων΄ 
2. Ὑα δειχτεί ὅτι, αν Ι εἶναι σηµείο της 6 
µε τετμημένη χ, Ν σηµείο της 62 µε την ίδια τειμηµένη 
ναι Ἡ η προμολή του Ν, στον ΟχΞ- πι, πῃ- -1 
δ, Ἱοτω ϱΌο η ἔνωση των 6ι και 62. ία ὀειχτεί 
ότι το (γιφ) ανήκει στο ϐ αν και µόνοω αν 


ψ'-Γῷχφ--υ 


Β. 1. δείξτε ὅτι η ΙΝ:1(χ) ορίζεται Ἠχε;ὶ 

2. ἵστω 9ο(χ)5μΝ.(χ). να μελετηθεί η 1ΛΕΙΊΥ. 

3. Ἰεταβολίς της 9 « Κα γίνει η γραφική της 
παρόσιαση. 

4. Ἱα δειχτεί ότι υπάρχει η αντίσιροφη της 9. 
ία χαραχτεί η παμπύλη της. 
5. Ἱία δειχτεί η σχίση: ΊχεΗ (2χ” »4)Α(χ) 4 
2χο(χ)-ο 
6. Ἶ.α αποδειχτεί ο... η σχέοη: 
(2χζ 1) 2) (1) ϱ2(2νε χα”) (χ) ε2νξο Ὢ-ο 
Να εξαχθούν οι αριθμητικές τιμίς των διαδοχικών 

παραγώγων της στο Χα .-0. 


(1σσο. ΕὉ ΛΙ 1952) 


ενως ΤΙΝ - ΛυΓΛΡ. 


ΛΥΣΗ. 
Λ. 1. ἠεταθαλή τν ω: 
(νὰ) ς οο ονήμ. . ακ -ἂχ-ι ο 
ο οπλο 
λ κανσν η μη . ων «το ἡμι εσίν) εὖο µε Οετιιν 
ας 


Μονοτονία : ραι- {ία 4 αχ 5 ο 1 Τ έα κ Ξ 
ού κε ( νοκ, 


ενα. Ακ νο αά «ρ - δω 


ασ 
ώμωωωι. ὃν ἐς Ον Γά νήσς ]- 1 τα 
ζω [πω -αχ] α { έὰ κο ψ αν ι - 1γι «|- 


. (» ο -ὰκὶ | -0 νά ΛΑ φσαίτν Ἄθυμα τωΤολ. 
ρα ον, εέαὰ κ 


Τελινα, ζθτφως Άλ ίω ζλναν 





ἔ ταν νο) 1 -Να κ Να ο ο κά Σα) 


.- Ἀ οχεςν «Αυτή ςείχνει οτι ο! ἅἩ ς 
Ὄ Ενα να. τρια ὢω) προ Θ 
( λ. ηταν . Ξ., ., Ἆ οχέςη µ ὃα 4 ταν ας 


3. Εἶναι Μ(κῇ ο. Ν (α, εν "0. ο). λρι 
Πά -(ο{ι) ΒάΞ(ον 3 μ «βάντ- 


2. (9) είο,υζι) ϱ (κ) εν σφες ς 
(5 και) ν 5 νε «- γὸ) 


ενω ένο το) 


-τθ- 


(ας νλ ς- ὕροντ) (4: ανιόν) κ 
«ντο ο Ξ-ο Ὁ ο 9 κ] -λύα κη- Ἶκ -4-ο ος. 


Θ. 4. (να χο γαύα). ρ έπει ἕὰ κ ενα, »ο.. μα 
Ιοχνει Παντα ον. : δα να αν - 9 γα μγσε ος 
λ. νο ὃ) "έτα' κ(αενενα ) ΎΟ ννΣλο 
κα χ«ῶ ο χ (να «να να) »ο 6σ. δν ο ψίνο 


αθνυτινὼ» Όρων. 


- ο) λα τὴ 


-- .. εσας {9 .) . ο) . λρ. περιττν. 





3. ζω Χ-ιωο λ Φοο 

Χφ-ο Ὁ ο -ο0 (ωφου 4 νο) 

χε ἀν) 2 σας .ρσ χεο ς.ναμνιὸ, 
η τηε 


οἷὼ. ὁιτιμό χ τα κοῖλ« "ὠνως, 





ο) .ππ 
νάνοι 





καγὰν οί 
κ. ενω Ην (ν(α κ«δι) ο φικε 


κα. Χράν' ον παραςτας»͵ δη ετριος δι ο) Μ Προι -- κ. 
λο ... ς ναι Μ νι, Έστω ἴοιυυ 4 Ρε), 
ὃο δεἴόων οτ' .. Ὑ ρ σι 
2! 8 
Ρ(κ]: να, η ω2ονε)ὰ , ὰ «9 Ὃ ντ: 
41 κ” (κι 
χα "κ ονη' { ο τν ον 9 . 


Ἕ} Ίκο - 
{Αη ὃ ανανά Ἡ 
τ Ανν 9) «ο (νε) η . 


ἀκθέτιμἠ-ΛοΓΑθ, 
-τλ-- 


.- ή 
ζτνοι.ι (οἱ -ο (| οι ο Των Ον αὑωρομ! κό τι 2 

| ποομύπτέεν ὁπ δ () -ο ψ νΕεΝ. 

| 


ον μ--μονπηοο ο ο ο ο 


| δ. «στω η συνάρτηση . για χὸ 
((χ)- {ο "ο κχξο 
| χἝ Πχ για χὺ»ο 
Γ. ΏἈΐίναι η {(χ) παραγωγίσιµη στο χΞ0” 
ὁ Ἱία μελετηθούν Ὃν µεταβολές τῆς. 
| π. ν (Γὐ είναι η καμπύλη της γραφικής καν 
| ράστασήῆς της {(«), να δεί(ίἔτε ὅτι η φΞχεί, εἶναι. 
αούμπτωτη της ({). Ἱα χαραχτείη (5). 


| (Ἠλσσ. ο 1952 





λ1ΣΗ. . . 
4. [ο]: 1 ζνν [-θω. ος κε”. Εὐι οἳς δω -ρςο. 
. ε-ο ϱ. ὰ ο ο ο 
) Όμοων ερ). μ . ὦ, ( (εν). ώ. ο. " 


| - κνν -- 2 . (-κ κ) Ξ ο, .. {(ο]-ο τ 
9.. - {ον κ] ϐ : ἵιω κ κ - ῥο . 


| νι {στο . ιο κΚ20 Ξ5Ξ3 ο εξ .Αζηκ) αρω 
τη Μ κι καὶ Ἶις θέκς --- αρ 


.. χ«ο , -- ὅ(ι- .) ια, (ο) " ἕκ) 


1/6 η 






- -- -- -- - - 


 --ᾱ---υ-. --ᾱ--σ---.«--ᾱ--- ο. ------ - 


- --- ----- - ---ω-αω. -- 


-θ- 


εεθετιμµ- ΛοΓΑΡ. 
[ιο 

φιλο, (ω -. ἄραο Ἔο Κοῖλα ἅνω, ζο κλὅ κ. 
κ«οΟ αν 5 --- μμ όκς«Ο 
κ 


Κυρτὰ -- κοῖ]α παρατηρὼ 

αοθκ το ϐ. ο κοῖλο γλω 
23 λεύνπτ ' 

ο το ὁριο . 


ἕνα (κο--- -κ-ὰ) - δν κ ες 4ᾱ-- 4) 5 








ΐ , 
- δω ια 1ι.. κ.ς αᾱ- ος ἀὶν (ε-ι)-ο. 
.-- - ο ο 1... 
ς ρα ον πο Ι«ονγΟ υ του το -οο͵ 
Ἀ γραφών παραθτοις» οι Τόν εἶναι. 
11 Έστω η (χ)ς(χμ)ο”χ ο χεΒ, µεβ και ὂµ η α- 
ντίστοι χη η, 


ἀ. 1. Μεταβολές της Γ (χ); 


δ. Ίια δειχτεί ὅτι ο χχ “είναι ασύμπτωτος της / (χ) 

3. Ἶα δειχτεί ὅτυ οι ρίζες των ὃν, αν ὁ αποτελούν 
αριθμ. πρόοδο. Έστω Ἡ, το σηµείο ος ο ; δι η ε-α- 
πτομένη της είναι / / του Οχ. Ιΐα γραφεί η εξίσωση 
που πληρεί το σύνολο (Γ) των σημείων Η,, όταν το µ 
διαγράφει 10 ἩἙ. 


Δ. µἾα γραφεί η εξίσωση της εφαπτομένης ἡμ. στο 
τυχόν 


ο 
ημειο ο ( τιν τηςᾳ, 


--ὂ - έκθατικἩΗ -ΛΟΓΑΡ, 


οι ων Άρα 


μία ὀδειυχτεί ὅτι όλες αυτές , σὲ ὀοημεία µε στανερά 
:Γετμηὴμένη χο ἔχουν ἕνα κοινό σηµείο Ώ. 

κ νε οτε το πρόσημο της (κ) ς κ) 
6. ΧΚαράξτε τις ϱῦ, σς 6. 


Β. Ι. Ἶα δειχτεί όὅτυ: (ν) (κ) σ(-) ανν (χ) ἡνεις 
2. Αν λεῃ πο ω.Ξ- (1). ἵα δειχτεί αν 
Ιέναι επίσης ωντ [ον ν) (1) ότι νε" 
αν (σέ ἤ 
ιν ρε] να υπολογιστεί συναρτήσει του λ το άὺροι- 


μα 9 πρ 


2ρ-ι άορ--. ἷα εξάγετε στη συνέχεια 
'9. ἄνροισμα 5. Χαν να δείξετε ὅτι ο, μσρ(λ)» 


3. Ομοίως Εορ5β1452ρ αν Βορ- μον μι. Ἡρρ. 


η. . πο-β έν. ὃς - (- ο) (οο] -ὶ 


. ζω ία ος 5 1. ο ω- ο1-κ-μ) μαδεή φεται 


ο" 


κ. χΞ .- και αΊ]αζει προ όἡμο. Ἆρα 
, -ο | -μ Φ ο 
εκ  ὁ Ὃ ο 
| αφ. Ἱροκύπτει απ Ἔτο -. 
5. ω- ο ., ἷμι. τΟ 53 (1. κ-μ)ἓ- Ξο 
ς ἆ- . Ἡ με ο ο (κνμ- -3)ὅο - χι 5 - "γ. βό]μοτι 


-- μι... 

| - ἥ ᾿ μιζενδεται 4 Ἔρο τν παραλωο» αρα 
Χωλ μι Τότε . «ασ Λ. ἡμ (1-μ, ο}. 

ο Νε σπαλοιφὰ, τον . εχω την Μο. είσω νι 


πω Μμ: υ” ϱ ή 


4 


ἐ,  εὔιρωον εφάπ τῷ. ἐννὸ θτο (κ νϱ) εἶναι. 


-9υ- εκώετικΗ -ΛοΓΑΡ. 
εί... 3) ε -. (ι- Χο- “μ) ο (κ κο. θα προρζιορίοω 
το μὴ (Χυ), Που πλμρεί, την 4) Νες. γαι οτανερὀ ες, 
ἡ. ϐ) ἰράφέται: ο ᾱ ο (ι- -χ.)(κ-κο)ό- - ο 
ία να ον 1 κάὺς με Ἕ) ΧΧΧ, ος 
ας (., μα, 


Βδ Εξ εβαλε -κξ αὐ δ. ἡεᾶ 
6. 6: Ἀ 5 χό 6,: ασσοι)«᾽ ({) - "5 ο 
Ἵα σποτε λέθνατα του ὮῥὉ. οσο ἔθαφιαο, «λάον 
καθς θ1γὺο νι ϐ, | ρἱθωε ται “ανω, οτ το αντ. 
οτο.χο ο αμ εμη Όις ζο, (γε Όνν ἵια τεμ» ένα). η 
ραφιαν παρ«ζτωαθ» ; οτο τέλοὸ της «θωνθις. 


ρ 4. α. «ετοίω ο νε : ας Ξ(/-χ-μ)ο- 
.-Οννγ-τ) ο) ες) 09 
6. . οτι ο]: ας | 
Μοἳ] κ 
χ. ότε {ᾳ- «)]. ες)’ α- ή ωά 


ω, (-υ πμ Ξ(-1) 1’ - (αρ -κ) ο] ο [-ι-κ-μιε]ε”- 
ο οὐ (κεν-κ ο ο { μα Ἡ 121 


ζωα υ. ., 6) «(9 18) (11γν ο. 
αι. λαφςλν δα ο - 


-(0) Ἐν αἱ «(1) η ]- (ι) ζληρ-ν.) αν ωὴὲ”- 


ος -- «κθς τικ -ΛΟΓΛΡ. 


. 
µ, τοις 


μ το ἕ 


.Ἠλκάμανε, ἡί | 
ανιοι ον -(-3) :«Ἠε αρόοὺςοι, «χυ 
σως τὁ (ε.α 211) ς νὲ 

ο 


ο ὠ η 
5 . 5 κ Αρ” ρᾶ᾽ τ .. Ξρέ . (4 ἡ.-1ϱ) 5 


1ρ 1ρ- 
4 ρᾳ 
αλ. ομ 
3. Πρ: ον 


. Πρ 3 


. πθ] (οι) ο ην σα τομ (4) Ξ 


μρ | 
.δ( ο. μ- 19 19υ- 4. .. λλμ-1ρ)- 
.ε ( ερι)) (αι ν)- αλ. αε)] 
-ᾷ ὀ[εριιχ1.ν) - ρίρει)] .9 πει) (11/- ϱ) - 
τ(ρ.3 ὁ ρα) . (ρε) 5.ρ. (3 


Ω, 
ς 


8. -εωρούμε τη συνάρτηση 
ς ο ῥωῶν αν χΕΟ 
ν 0 αν χξΞξο 
Παρι στάνουµε µε ο την αντίότοιχη καμπύλη της (κ) 
με αν τὸ τμήμα της σι με ὑδετικές τετμηµένες αι 
µε 6 το Ἰμήμα τὴς µε αρνητικές τετμηµένες, 

χ. ἵἴα ὁὀοῦδούν οἱ εκφράσεις της (κ) για Όστι- 
κά και αρνητινά χ. ᾖἾἴα δειχτεί ὅτι η ν(χ) είναι 
συνεχής ὅοτο Ό. ὠΐναι και πἀραγωγίόυµη στο 0; 

4 ία μελιτηύὐούν οι μεταβολές τὴς. 


έκθεςτικὴ -ΛΟΓΑΡ. 
-Ό9.- 


5.  Τστω Αν το σημείο της ϐ6., ὀτυ οποίο η εφα- 


; 
πτομένη στη ον είναι // µε . Οχ. Ἱἱα βρεθούν 
οι συντεταγμένες του Α;. ᾖα δειχτεί ὅτι τα Ἆν 
ὅταν το ν διατρέχει το Χ, ανήκουν σε σταδερή ευ- 
εία Ὦ, την οποία να προσδιορίσετεν 

4. Ξστφ Ἑ, το σηµείο τοµίς (εκτός ΄του 0), της 
α, µε τον Οχ. ἹΙα δείξτε ότι, ἩἨ εφαπτομένη της. 


σ στο ἙὮ 


. ἔχει διεύθυνση ανεξάρτητη του ν. 


ν’ 
5. Ἑστω για γχεῖι" η α(χ)- {ο (χ). Ἱἷα δειντεί 
ὅτι χε”, {ν(χο 2) ο "η(χ)- 


6. ἾἹα χαραχτεί η 6» 
(Ἐμσσ. «αξΕΗΙ5 ΕΣ. 1σ6ξ») 
δια απακαιαοδἑππωκικοσπαπιοσανσοαωοκαδιρασαιαδιοικαισκπακοοἑκοσκάκασοαακώκικκακοω οποια ο οσιωδσα καμια. δ-ᾱ---λα. οδικά. αβκωσιαααακοιανακσαιαακαια(( 


ο 


ΛΙΣΗ 


μη δα γα. χκνο 
1. κ) 


ο 9. γ.ο 
νχ-χθνηκ ν χε 


. | ος 1} . 
(ναι - σα ν- - (νκα ἑθηκ) - ος-σ)- ο νη  ὰ . 


- ὰ σα λεα ἵνα), ο : { (ο) αρα 6υνέχν5 οτο (). 


χλ 


θπίον ςἶναι ζν, ως ο. - σον (ν 4 (κ) - τ ϱὉ ρο 


ο 
ἐ. εινα! Ἠοκααοκμ μα οἵο Ω, 


3 (ὰ» Γωτω {ιν ία] ς γῶ 


9 
να Ἴχνο, [αι 5ν4 νι 9 σέρα στο (ο ον } . 
«11 
γα'ὶ Οτυ (ὁ ο οϱ) νι 


Πο νο) ὅαις ν ζακ- 1ο Ὢ θέ νι 3 


-τορ- ΕκθέετιγΗ -ΛοτΑΡ. 


την (5. χ, ελεδ. ςα ουν Νσινο πετ ο Ορ'ζ]ον -. α) 
προυνπτε, οτι οἱ -- οχέσωὸ «χουν ᾗἽο ἹδιΟ Υθ:9 μα. 
(1ο ἑνω» ἀῤ 6ικόινσ τας ο, ίσου Του Σ νο. " 
ἵνα ὰ ἴ, 

5. Λαοσ δε ζν χα το 4ράγγενο: 
Οι Όειχτεὶ επα ώ για: 
[σεν αλ 5 ο: Ἕστω αλ «.ς Τουε: 
[ας] 5 ]-ας αλα 1] - [α) 1 ον Ἰά.[{έ [δν {δν [.κὰ «ντος 
(Ίθιυει μ Χο κά κ) Ἆρα Ὑ α, ο ἕνω. 


.α τη μονοτονία Θεωρώ τη αφορά: 
ἄα -α, - -α, (νίαι| -ᾱ, ---ᾱ,(θν [αἱ »ϐ) »δο ὄνεΝ 


νάι 


(αφού ο 5 Ἰφίο]«-λ ει (αἱ, κι « μαι ν (αν) 
εναν ὃν κτονὼν ὁρω») . λρ. ναι ο. αὐ][ου θα. 

(ποἱι ἕνωὶ έναν να στω . ΐ το ὁριο , 
τοτε ξ--δ0ιΣ ω νδ-- ο ς {/ς 


(ια διωσσὶ α ην νο» «η πω {ιῤ]:ο του Ορκ.» κ). 


ν 
| ϐ6. ὑστω ν (κ) χ(α8) χε(οΔ] και η (0)-0 ορισμένη 


στο {2,4] 
1.α.ἰ-α μελετηθεί η ουνέχενια καὶ ἡ παραγω- 
γισιμότης της ἰ στο 0, 

β. Ιία δευχτεί ότι η Ἐν πιαίρνευ μέγιστη 
τιµή Ὑγια χ-αν-ξ . '«έτουμε βι- Εναν). ῆα υπο- 
λογυστεί το βν συναρτήσει του ν., 

7. ἵα δοθεί ο πίνακας μεταολών της Ἐν. 

2. α. ἰία μελετηθεί η ία.) ως προς τη συἵχλι- 
ση. 


ἂν Ὃϱ',. ὃ« ο ὦ.ν ο” Ὃοὖ --  ὃ ο ο ο -» ὋὪ Ὃὃον ὋὪ ον 


-- Ὁ -- -- -” ὃν ὉὋωσ ο ὃν Ὃν 


-1ο5 - (κθεπεμ- ΛοταὈ, 


Β. Κα δειχτεί η ανισότητα: γχε[ο,έ] Εν (χ)26ν.ν, 
αν 


(0ΑΛσ6σ/ 6 ΡΛΗΙ5 1984) 





ΔΥΣΗ 


4 α. Το αγ 4. 0Όν τον υενο ον νο θυνέχειας Έὰ 4ο το Ὁ., 


Ἓχονε" (. ας ων κ[εν1].  ὡ ο. [ια] 
ο” οἳ . ο) ( 


ν-4 ᾿ 
α ἕ« - ν[δ., ) - -ὐ . ρα ὲ, Ειναι (υνεχνὸ οἵο Ο. 
ο ) - 

ς ξετοίουχι η παιρμημας Το Ἐςξ ο 
Ε(ο] « -- «δν τ) «0ο, λὲν υπάρχι παρύζωμο ὅτο Ὁ. 


! ν ν-ε 
ῥ. (Ίναιι α] Ξ κα. 1) -νέν . -ο 
Μ ἆ -ν 9 κς 6. ςἼναι Ὑ λε λ του γεγλοτου. 


Ἡ πριν νο 6,- Ἐν (αι) Ξ ο δε] δν. 


χ. 0 ἄν 4 
ωὦ  ϐὂ Ἂ ο 


α. Γιο Του ἄνασ νώονν (αδένας αυολουθ:α.), 
6 λλου χεδ ϱ ανα 5’ (αν 
(ιν ) »ν ϐϱ Επεδὰ Χὸο » (ἐν) σΣχ.ν ϐ 
Εκ» Χ ϐ. {απ το 4 ϱ). 
ν οἱ 


(5 


| -Λ01- ςκθετικὰ - ΛΟΓΑΡ. 
| Θ/ Να λυυούν στο ἃοι εξισώσεις: 

1. λογ(χι2) «λογ(χ2) Ξλογ(χι{1) 
| δ. λογ(χΣ «5χ«6) - λογ(χ»{) 


| Φ.λογ(-χ-ο) -λογ--ἆτἃ- 


Δ. λογ(χα2) Ξλογ(-χ- 44) -λογ(χ.2) 


| (Ἀλσσ. ϱ΄ουβτ” ΜΡΕΒ) 
ΑΥΣΗ 


ὃς 4. Ορίεταὶ στο (- 3ο) , π. σαωτο ᾗἜωο δια θτο]μο 
ἱγςται (κτδ) (αι) 5 κ. 59 κ. νήκ-δςο με κ-4 ϱ κα--, 
Ἄρο ὙἩ μονανια ύοὴ τη) Ειναι Μ κ 4. 


| 
| 8 ν το Τριωνυ]νο κα θ κας εχει ροζ τα -ᾱ, -ὃ, Ἆρα 
Ἆ ο δίουθ ορὶ Ὄκται οτο (--δυ(: Ἡ ο). Ἴὐρα λοιπον 


- ιω . κό - “ ας. 
| έχου]ι ϱ) ιό 1 καὶ ς- 


ὃ λυτὴ ορίδεται ἕσ ᾗτ5 τι ῄτου α (ο πιό 
| Οποι δν .. κτλ«οΟ Και (κα 2 Κκν Ι ) «ο ελ. ς το 
(-α, -3) ο 5. αυτὸ ἴο ὁιάθτιμα Χρ ἀφεταν: 

(κα) (κεὂ) εί! αρα Γἐχεται μόνον ιν κίς -5 


... λν ἔχει πελίο ορις]ιον. σλαα ὃν ἐχεω νο, 


1 





68.1. Ἶα μελετηθεί ήτο πρόσημο τού χ4]ο 
| ό ο κα μιρ΄οις 
| ο. ἾἹα λυδεί στο ἃ η εξίσωση χοτ[στ1] 4. 
! ν Ομοίως η λαγ|χ--8| ΞΟ 
4. Ομοίως η λογ[χ-{]Ξλογ2. 
(ΒΑ66/ ΠΜΟΝΡΡΗΙΤΡΕΒ) | 


-{οἳ - έκθετινἈ- ΛοΓΑνΟ, 


ΞΑΥΣΗ. 


4. Ἶο Χ44 νο η, κ2-4 -αν Το κελ«ὐ ία χ«- 4 
/ 4 
8, λογ( 1!) 21 «59 κα λνε Ε) «τίο -4 


ας συ. λοχ]." 2ο ε 5. [κεί 5, 4 ο” κτι {-1 Και κ.ά » {1 
ον]. το ἔδησὴν Των Άν οξέων ἕλναι το Ε- (-.ο -2)υ (ο, 1ο). 


ἐς ἡήἡ .λοιμ ο [κα]-. 5 υά1- 12 5 κ:-. κςᾖ. 





-ς 


Ώθ Ἑστω η συνάρτηση Ε(χ)- δ (η) καστ) π[κστ] χο ντ 


Συµβολίζουµε µε 0, Ἡ αντίστοιχη καμπύλη της ο. 
1. α. ζα δειχτεί ήτεΒ, χεα: 
Ε τ(χ)Ξ -ᾱ τ(-χ). τν µπορείτε να συµπε- 
ράνετε για τις σι, ο 9 
β. Υποθέτουμε στη συνέχεια ὅτι το. 
Κα δειχτεί ὅτι η καμπύλη 6. εἶναι συμμετριπή 
ως προς ἄξονα συμμετρίας την εξίσωση ἆχςτ/2 
δ. Ὥστω ήτο διάοτηµα 1] τ5 [π/», 4ο) 
α. Ἱα δευχτεί ὅτι ΧαεΠ ανά ναη) -θ 
β. Κα δειχτεί ὅτι η Β ναι συνεχής 
στο διάστηµα 1ος 
Υχ. ἨἩονοτονία της ᾖὮ 
ράγωγο). 
5. α. Ἱα δειχτεί ὅτι αν τὸ2, Ὦἢ Γ δὲν 


τ. στο 1, (απ΄ τη πα- 


μµηδενίζεταν,, 


ϐ. Σε πόσα σηµεία μηδενίζεται η Ἐροῦ 


- {09 -- «κδετινΏ-- ΔογΑῦ, 


γ. ἴα δευχτεί ότι αν τε(υ,2) η 6. µηδε- 
| νίζεται σε δύο σηµεία, των αποίων ονομάζουμε 

| τις τειμημένες α(τ) και β(τ) (α(β). 

| Μα δειυχτεί ὅτι α(τ) -μίτ) 5τ. 


(8λσσ. δ. 19082) 


| μα 
4.α. καί - .. 
ὴ Εικ κ] ε9ττ 


-τ ύννι Χὸ ο 


τ 


| γ Ες - «Ὄνίκ| - (αχ κτ)έα [κιτ] ος 
| Ἱ 2 (ιτ χ0.τ, 


| Ό. {νο ουν αρ σέ» Είναι πρά ατι ιθες, αρα οἱ 
Ε, και Ες έχουν αφ ο µε δεύμα, τι» μορφνό: 
. 6), (ασ, - 6) αντίστοιχα, λλ ο, ᾳ ο και σι 
έιναι θυμμέετρ'" 6) ων προὺ Την αρχη των ϐἃ ονων, 
6, 0ι ο... δύο τυχόντω» ση να ων, 
ών η Τρι κω» ταν -Ευ 
σας 


----- 


δαν Χξ τ τΈλναν. χ -- ᾿ 
σα .. Νοι - οτι, 5 τ»ῶο 


ϱ 
... (κες). Τρ - Ὕγνοσν) 
λα. π){ζ» [κεσ[- -(κ- Ξ.} ϱ. [κ-Σ] κ.” χῄο : 


| σα ον κ.ο͵ Ξ- 
1 


και Ες κνς τς ἵον ο. ο 





«τ) 
:) 
τ 
ι 


- ο -”- - -- -- ον - -- αν --” -- -- -”ϱ -ο - --- -- - ..” ”ν 


-440- εκθρετική- ΛΟΓΑΡ. 


λλλα οι νὸ Ο τύποι των ουναρτηθδ», θὐμμι) ουν . 
η ονμκέρασμο, Του 40. Όο ποι σι όλο 
θἷοι έπομενα.. }. μελέις 6 Θυιέχυα Όσα χνύ 
ὃς Ἄόγου» άπλονετευον” 6ο [απ ο) (μον θῶώοι), 
«α. {. 1 11αν). ο. ζω -« ---. 
η ο 


ας απο μσν 





ὁ. Το θἳ} ο οἹον Όρο ἵνεν εδέτας» ια τα θινὲ- 
λεία, έιιάὶ Το Χςττ ἡ ο ολα τα αλ ο1.Όοι του 


τς οο) Μ θυνα ζωθν Εἰναι θινεχὰς 


| ἳ η κ] - ο. αμ . ο” 
ὃν Ενε): ἐπ [ον ο (:»)) 
ρα ΔΕ]. ἐς [εονῆντοσ; 


«Χπτ) 
- ΓΕ (α) ορο Ἡ 


ωι Ουνέχαὸ στο Κο: Ὅ. 

ἴ .-., αν | Ἡ κ [κ-τ| χετ -τ] 

9 ' ἲ κι - 
τ 
ο Στ τ 

ς Ὅς τα ῖι, Το πρός]. οι. 

ὴ (κ κ] - (ε-τ/5ο 5) χἝ ασε Ότο κε σ. 
έχουνε υυρύτοτο. Ἡ ανίσωςν (νικι - {.ἱκ-τ]νο , 
σχει νου αδιυὰ λνον τὸην κ2τ. ζαςοὺ χ7ο] 

Ἰρ. ν Γ σα) έλναι οὐ Ίουςο 1”) ό Το με 
 ονώς ἑλογίωτν ο (5, ΚΑ): τα) 

Τόινα Μ (μυ ώνα' γαμπύλ» 6υ ντους ων προ) 
την Χξ-ᾱ νε Ελ «γιοτο Τονω σ αὐντώ», τον ο ζθνοι 


ο η 
5 α., μη νο ο λενῖ Ὄέται Μ . Πρέλει 


- 4411 - εκθετικΗ- ΛΟΓΑΡ, 


ή ως να τέγνει ο ἳ ᾶ Όχςν, πα ελά.. 
Χιθτο αυτή», να ἐχεὶ Τετο γ) ἐνα 26. λ.λ. 
Ες, μ. δενλετα. , ὅταν τίµμς.«ο͵, Κι τος τα, 
πρέαεν (η «ο «ρο έως, « ὃν 5 ς κι 6 
στ, ςπομένων .» τ29. σα δ, κ ώῄκωι 
ϱ. οταν τς τότς τίη ς ΞΟο αλ. Μ 9 


Εδόπτεταὶ σἵουν κκ, 1. 3 Γας) κ. ὁείδεται. 
ϊ- Ὅτα, {ε (ο) 5 { «ο, ἂρα ες 

άψνει τον κκ ο ᾖὉνο αγία, ἔοτω Το 

οἱ (τ} Και ἔα] | .ο αυτα ὃα Ειναι Ονν,ς νιῶι 


Του ο} ἔου ον ο. ας (1 6) . Ἆρα Όο 
ας 


ἰς χὺε) πο ο)τθίς)ττε 


πα «σας «βαν οπαπο «πταὸ αρκρ «ικρ ομαφ 08Ο «αππῷ τωρα «σῶρ σι) πβ-ν «Πο απαοὸ παπθ 


ΦΟ. θεωρούμε την οἵκὸ γένεια συναρτήσεων 
ΒΙ(χ) -{ε[η(1 ϱλχ) όπου λεῖ, λβὸ 
ΛΑ. 1. Ιία δοθεί το πεδίο ορισμού των Εὶ (δια- - 
κρίνετε τις περιπτώσεις λ)Ο, λ(Ο) 
Φ.α.ἵ πάρχει τομή στις καμπύλες ὄχκαν ο} 
«5. ΟὈέτω δΙΞΕΙ(Χ)-χ 
α. Ἱποῦῤτω ὅτι λ(οΟ. ὑἵα μελετηθούν οἱ µετα- 
βολές της Ὅλε Ἶῖα «εξαχθεί τυὸ πλήθος των σημείων 
τοµής της σι και της Ὁ: ΦΞξχ. 


9 
, 


ϐ. ὕστω λ)}Ο. ία μελετηθούν πάλι οι μεταβολές 
της "θχ. ἴἷα διαπιστώστε ὅτι η μεγαλύτερη τιµή της 
Ὀχ{χ), όταν το χ διαγράφει το πεδίο ορισμού, είναι 
το µ(λ)Ξ {/λ εἴηλ 

χ. «ελετήστε , όταν λείο, 5) τις μεταβολές 
παν το πρόσημο του μ(λ) 


-3111- έκθετιμΗ- ΛοΓΑΡ. 


δ. Ἱόσα εἴναι τα κοινά σμεία των ὄ. και 
Ὦ, όταν λ}20; 
Θ. ) ελετούμε την περίπτωση ὅπου λΞ 
ἹἸ α. ᾖἹαραοστήστε Ἰραφικά την Όιμκαι την ὃῬο 
β. Ονομάζουµε ὃῬ και ϱ τα σηµεία τομής Τους. 
ἠίναν (0) καν Ωία) µε ϱρ(0 «. Ἶα δειχτεί ὅτι 
ο(α «2 
Σ. Ἡστω ἢ (ας με απο ἄν (αν) 
α. Ἰία παραστανούν στο επίπεδο, µε τη ἡῥβῥο- 
ἤθεια τής Ό.ου ὅρου ας, αι, αρ 
β. Ἱα ὀειχτεί ὅτι η (α) είναι αὔξουσα 


καν 6ραογμένη ἄνω, απ΄ το α’ 


| (ο-ἨΙΏ ὁ. Ἀδμήοοη 19ῦ») 





ΛΥΣΗ 
Ἀ. 1 ἍᾖΊνο. [ρεπει {1ΆΊκνο ϱ κ2-4 ϱ Ό.ς («4 «ϱ) 
Ομοίων γι“ λκο σ Ό} 5 (-ρο, -4). 


. 0, κος κα μπύ Ίο, θυυδέονται ᾗ αίς σν].νο) οΎο 
Χ.ΞΟ. Τοτε Γ (ο) - ! νλε κ. 


ἍατΠροσοχη. Ου οισ οτικα ία ὕνερ υνἡ 9ουμί το 
πλου των θιζὼν της εδίσιοξιιὁ .ὰ θὰ (14 19) « χβλχιοι 
- διάφορες Ί. 

ισ λ«ο υφω α η ας 1κ)- .- θες --ὁ 


και ἔννν Φα) - 1. ἐπί  Φᾳ): τς 4 «Ο {αφον 


ο Παρονο]μ« ον) Ῥετιωος, Κοὶ ο ορ ὃμ ών αρνιιιώ»»). λος 
Ὑ Φ ο) (να) δν Φδἱνονςσο }- λ«ο. Τε]ιμα: 


-- Πω --------ᾱ- «νο... ... --- --- 


- ή ἡδ - 4/1 και επ ειὸ” ΜΜ Φ (ο) θυνέχν»͵ τρς γάλου 
5) 1 σο οπ-ᾱ τ ο γαδενίζεω, μ]. ώ (1) έχα .” λδιι ὶν λέο. | 


- 112- όχγθέετικΗ -ΛΟΓΛΡ, 


ρ. ο φα νο ' ἔ, Ἶ. θα (119) --]- ΙΕ 4 1.1). (].κ« 
.. ( ψοδριίαί 
γω ἑ λ - ο. ος κ]- - 
- μ. χ [α. ει” ή «λαο Καὶ τέλιωρι ών φ{ι |: τσ. ο 5 
χ-|- : . Καὶ δω, ας τη Ψ (1 ) 0 Πινοναν α τωῦρο]ὼν ἂναι 


αμ" 


Εν κ πο 
ὃν ο αν)» πο, Ίο πΊάθον των νδω, "ι όω νο, 


εξάρτά τοι ,ῥπ το π]νζο των Θ η] ων, οἵα οποια, ἨἩ΄ ᾳ 
τέμνει Του ὤκ, χι αυτα ἥσλι, σα. τη Ολες», του μεγέοτου 
τνως. { ρϱν Όο  ιερωνόθω ιὰ Ὀέου , Ουτζοῦύ Ὅου Γ δτο, Χίο 


τα δι ἀφορ« 4. [ἐρουύκτει ο εξ) πινάμας, λ ο ἡ να 
3-μ ου ὪΝὪ Α Ά.ο 


ί. το μεροτο , Είισ) ποντοι Όστιως, αρ. δύο δυο τομ, 
ἂρι 3 (Ό ὅύο λύςμὸ Ἡα Άρο. 
Ῥ Ἱα λαλὰ {ατα ασὐμσωώω, αλη) 
ὁ, (ἶναι Ἡ(α)- ἴνὸ-! 1 
4 (9) : {1-1 «ο λς. }ν σέ «3 
χν Φ (4) -ο - [έν (19 4) αθ)ρ.. λ9« 






ϐ αΌι 8, αι, ἂι έίνα!ὶ οἵον άξονοι τμυν 0χ, ὁ εἴιό του 
α»λ γαι αριοτερ« τον ὅ φον 
4 ςα- {3 (α( 19 3) « ἐν Ἠ (4) τα σ. "η (ϱ) 
ῥ. ὉΌν αποφεῖδειὸ επσχωγνα' 
λυῖονθσι 
λαο, 
ρω ο 2ο -)λ Ίλα,λλα 9 (να, )ὸ {ο πίτα, } 
6) ἁγιιὸ ον οἱἳὶ' 
πρίν: ἄ,-άέά ουν αρα (5 
ας 13 (Η(1.α)) 61 (04) το σι ὉἩ (38). 


- -- - - - -”- -” ὃὢὪὋω ὃὢ οὃ ὃν Ὃσ ο Ὁ -Ὡω .» ο -- -. -ϱῥ - ο -- -” -” 


4411 - έκθετιχκµ - ΛοΟοΓΑΡ, 


ΑΛΥΤΑ ΘΟΒΡΙΙΑΤΑ, 


9. Θεωρούμε τις συναρτήσεις: 
Ἐ(χ)ὶ5 στ Ἱ-- και ο(χ)Ξ | -3χ- 
Λ. 1. Ἱία δειχτεί ὅτι η ὮἙὮ εἵναι περιττή. γα µε- 
λετηθούν οι μεταβολές τὴς. α χαραχτεί η παμπύλη 
τῆς. 

2. Έστω αε] και αλθΟ. ἾἹα υπολογιστεί το 
εμβαδόν Λία) του µέρους του επιπέδου που ορίζε- 
ταν απ΄ίτις; Ὠέχέα 

ων ἱπορεί να χρηοιμοποινηδεί 
ὅτι {Ιξ(441ὲ)- ελ). ἾἹα μελετηθεί το ὅριο αυτού 
του εμβαδού, ὅταν το α - 4ορ 


Β. Ἱ. Ἑστω η νέα συνάρτηση Η(χ)ὶξξ(χ)-χ/2 
Μελετήστε τις μεταβολές της παν το πρόσιμό τηξ, 
για τις διάφορες τιμές του χ. 

2. θεωρούμε την αναδρομική απολουθία (σ,) με 
σ.-4 ναι νε] σι μμ” ξἒίς, ). 

]α δειχτεί δα, ἕν Οέσ γι σν/2. να βρεθεί 
το όριο της ακολουθίας. 


δεΙ. συνάρτηση ᾱ είναι ἅρτια ή περιττή; Μελε- 
τῆστε τις µεταβολές της και χαράξτε την παμπύλῆην 
2. Ὥστω βεΒ Ἠαι Υδ. ᾗἾἹα υπολογιστεί (µε ολο- 
πλήρωση ιατά μέρη) η ελάχιστη τιµή ἩΕ(β) της ϐ 
στο [2,β] που ο ας 
Ῥ(β)--ῃ ασ ἀλλ. Ἱα δείξτε ὅτι το Ε(β) 
τείνει στο 0 ο το β -- οὗ 


Δ.]. Να δειχτεί ὅτι ο περιορισμός της 6 στο(-4,1) 
εἶναι 1-Ι του (-44) στο Π. Ἰα βρεθεί η αντίστρο- 
φη σχξση» 
δ.ν Σο εἰΕ{ -ᾱ να λυθεί η εξίοωση: 
ο(χ)5ό(χο)) 


εκοετικἠ-Λογβθ, 
-402- 


Ώ5 Δίνεται η συνάρτηση ή που ορίζεται: 
Ψ χεΒα μα) κια] 
ϱ(0)5Ξ ο 
1. α. ἵἴα μελετηὺούν οι μεταβολές τὴς και να 
χαραχτεί η καμπύλη της (0). 
ϐθ. Ια µελετηθδεί, Ύια τα διάφορα χ, η σχε- 
τική Φέση της παμπύλης (5) παν της ευθείας 
(9): ψΞχ. 
2. Ώστω η συνάρτηση: 
Ψχεμ' α(χ)- -χ (πχ! 
α(ο)- ο 
α. Κάνοντας χρήση τα προηγούμενα αποτε- 
λέσματα, να χαράξτε την παμπύλη της ϱϐ. 
β. ὁστω ἈἩ, ο μετασχηματιομός που σε άθε 
σηµείο ᾖΛ(χ,ΦΨ) αντιστοιχεί το σηµείο Μεν (χηνΦι) 
µε χιΞέχ 
φι5 -ἐχγεφ ἱονά είναυ η εικόνα της 
6, µέσω του 
5. Ορίζουµμε την ακολουθία (ας) ως εξής: 
α.είθ, 1/6) 
αν α(αν) Ἰν εἰ! ( ᾱ, η προηγούμενη συ- 
νάρτηση) 
Πά  δείξτε ότι η (αι) είναν «φραγµένη, Ἱαι γνη- 
σίως αύξουσα. Ὀΐναι συγιλίνουσα, τἹἰα βρεθεί το 
όριό τῆςν 


(ἈΑσο,. 6 ΡΑΗΙ5 Τ984) 





«ΔΥΣΗ 
4. ασ. νι [ω 3 .α την -0ο ο Ερ.) - - ϱὉ 
οἳ {/κ 


4 ο 


Εω: -ὔωκ-κ-- -ᾱ- ζηχ Ἆρα. ὴσ χ« -- α Ἑ Άννα 


| 
ο 1οι- «ΚθεΙΚΜ-ΛΟΓΑΡ. | 


ν λίνὸ σύδουδα . Γα) - - α{- ) 5 ᾱ- ' 0 Πιναμ σαν 
γετσθο]ώ» ε'νοι. 
κ δι 
Γιο ΙΙ ὼ 0 ἩΝ -ω 
ή ζξσφιων Παραρτσθν τι» Ε υνοι (μόνο 
Το τψ.γα νο στον ἐὸ τεταγγένο . 





. 6 Ἑνκν ρίνω τσ Τετο δα Ὕωυ Ον αν τις ευλὺοιὸ 
Καὶ τν) καμπὺλν) (0: (ετω κὂ-κίωκ ϱ | 

«θηκ «1 3 κ... 5 Ἀνά ρα χ.ο κά, Μ 
ε ῶ νο ϱ, ὄρίθνεται πανω, “«ῇ. Ὃν καβ πύλ. (], ολων 
ἀαίνται κοι οτο' οχάμα. 

9 α.ὴ σα) του [εται ο ἵην Πκι ιο (ο, οο) . 
ων ζε σε) :χῦ. |. κ - κν κ: . σω. λ.Λ. ς.9αι Περ]τ. 
τν θινάρτνσ». Ἆρ. Ψ κσιπόλ» της Όναι θυμ νε τρις μΑ 
προ) νωτρο. Τελιωὰ ς,νοι ολόω) πρ Υ καλα ύλν Ὑου 
οκ ρα το ν 

β. σα ρ» τα Θθοκίθ ων νέων Όνν τε τογγέννν 


μεταξυ τον» ; λ. τιν δὐ οεν έχω. κα ἡ” στι 
6 ς 


Ἆρα Ὑ - Ξ χόν [κ Ἠννεται. 
δις - - { ν | ϱ) ἂν 7 σκι τν εαν «5 
ο ο. "κ ν) ο, ἡττχν κ φον 5 


μι { αἰχ,]. και. τα  ι "λνβουν Ὃν 


| ςνθεςτικΗ  ΛΟΓΑΡ, 
- 9 - 


π . αν -. 
ἰχ! « « αρα ο τσ (-ο -ε τ) και οτο (-ο - ο) 
| “λ. ᾿ τ .3λ 
κ -ο ο ο 6 } ο0 


΄ 
“ρ 


“να, ο λι, 
3 ᾗ {]ο «οε «9 κε Σ αρα λωίς ἃς 
αρα ώ Ὦ { πο οτα)Εϱ. 


4 - 
4, νχτκζνη χα ο ϱ «:Ξ0ο καὶ (κ ς -ν - κα . 


Ἆρο { (Εξ) - νεο τα «ες. 


-- (κ ο”) . ΥΧ .. Ἰγ κα” 0. κο”). εκ Ὡς 
3 χο νχθ π [16.ικ-»] 2 χό Της Ξ 6 4ο) 


9 
6 ο. Του ανο νωθτη. 





9. χ. Ἶἰα μελετηθούν ου μεταβολές της 


{(χ)--εᾶχ. 
Φ. Έστω ο. (11χ) 2. ἴα δειχτεί ότι 
κο. ο κτλ ε ῃ --. ε μήν, 
αν χὰδσ: σεν] (χα 1) Σ(χ) χ 


Να εξαχθεί στη συνέχεια το όριο της ακολουθίας 
(ας) που ορίζεται : α Ξυά1ή αΞΗΙ1/ι αάλδι.ε. 
ο ..α” 1 4/1 α]ωίο/ον. ..ΣΙν/ν. 


πλσοσ/ ὉἩ, 1092) 





4. {ωτ οκ Π.Ο (ο ω) ο -- 5ο 


-94 - 
ζ, κ) ντ - (ην 
-ᾱ- 


ένθετικη-ΛοτΛβ. 

ὃν]. [ιο χ«ε ύ ἕα, 
κα χλο κ 

: {αχ - 


ν Ἡ το ο) 6 μαι ου 
κ» 


Ἱαβέριαια αλλά. 


τω]: 2 χ{ωκ- 1χ κ 
χα 


οῦ ΤΗ 


3 (ναι Εξ) Ξ ζω 
ιὰ το ιοθ1ημο [κ, κει] [ὶ κ»ό6 (εδυῖς Μ {ει7) 
0 χνε! : “ 
(ν (κ). « ζω» 


αἩ, 
κει .. 


(άον ο. ἀαρε τι) 
κ 


Τωῦ ΘΟςχον καὶ αὐονθα τα σπῳ [κ ον) ἵνα, 


οι δα) ρ(κν. {ου ομω»: 
τέως. σα [- αι] - Εσ) οι. δ. 


κα 


σι. 


θννέχυο εχω: 


Πα] - ε(ι) « 
Πα] - (ϱ) 


ΙΝ 
πα κου 
ο 


Ν ) 
ο ι 

, «6  μ 
«. . 


[αι - Εα]. 

ον νο στ παπι ον 

ίνα. ας 4 -4 Λα 

ἴ. {(νἱ) -οὂ : ς | ὦ 


αρο 5 πλ οο . (ιά παῖν Και όριο) ’ 


ος εκθετινµ- ΛΟΓΑΘ. 


6Ο. ωοτω (χ)-χ-όι 1/4 Εν µε 5 νὰ 
Ι. «ι.ᾱ μελ:τηθδούν οι μεταβυλές τῆς, 
ὃ. Ἱά ὀευχτεί ὅτι η εἐίσωση ᾖ(χ)-ὸ δέχεται 
στοβ µια ρίζα αι Ζίαζά4. 
5. ΑΠ τὸ προηγούμενο ερώτημα να υπολογίστε 
το πρόσημο της /(χ) στα διαστήµατα : {-,οῦ), 
(0,α), (α,.). 


Β. θα υπολογίσουμε τώρα τον αριὐµμό α, κατά 
προσέγγιση εκατοστού. 

ἵ. ἈὉστω Ὦἢη Ο(χ)Ξ4-1/4 αἱ 1χ] με ΓΗ” 

α. ὅἵα μελετηθούν οι μεταβολές της Φ. 
ἵα δειχτεί ότι η εικόνα του [2,4] µέσω της 
περιέχεται στο ίδιο διάστηµα [2,41] 

β. ια δειχτεί ὅτι το α, είναι η μοναδική 
λύση της εξίσωσης ϱ(χ)ςχ | 


Γ. Θεωρούμε την ακολουθία μ.Ξὖ και 
νι ίάν) Υνε. 
α. ἴα δευχτεί ότι Ἀνεῖ 
2 βι, {4 
β. Ἶα δειχτεί ὅτι ᾖἥνεί οι αριθμοί μ.-α) 
και μια] είναι ετερόσηµοι. 
γ. Ίχε (2,4) -2]9(κ)) { 112 
δ. ἵνει ..”- "αν μι]ς άν ει 
ν ε]ί πα ο 
ε. ια εξαχδεί µια τιµή του α, κατά 
προσέγγιση εκατοστού. 


αν] απ ὅπου ἕἔχουμε 


-Ὁ6-. έκθετίνΗ-ΛΟΓΑΡ, 


ΛΣ 
Α. 4 η Ἶ«) Ξ-οῦ ο. [ω 5 ο τν ζω: -οο 


{ει τω Ξ 0ο (0. απροςζιόριθτες ψορφοώ 09 γι; "ως τὸν) 
Ἆρα Ν ςικονοι (πνφαθαν Μνιπα θολνν ] τη) Γκ) 
ο.» 25 "5 


ο. Ἴσ 
ο αμνοκμή 4 ϱϱ 


4. Το προθημο δν ζω δι ερέίται σρυντιυς ο 
ολα τσ χ«ο κοὶ ς Χουγε. 


6] --1. {02 «ο αφου τα. Ε( 3 «έως ) 


ἔαίο {)- στο, ἍἨν σφοὺ Ἠ ὮΝ) ἔἶναι Θυνεχή) 
) 


οσο ᾗλ, μη] ο θὰ κά δὲ τμ ᾖατοῖς των 1) 0 Ἶ (ο) 
λα, ο υ) { ζα)-ο 

ὶ ὀννέχια τον προβ]ήγματο; Προξιοιμάῄω την 
ευρεθ» ψια) τιμη ἄυ του του ο. 


3. Ἶα προσυμα τη» ϐθὐναρώθἽ! τα ὀοδέντα 


 ιαρτήγατα Ενα σσ, πο αντιστοιχα. 


Β. ο, ἡλτοθολὸ τις ο) ὃννονται 


χΧ Ἱ-ςο 4 ο) 


4 νο -ῦ.  Ἀθίλο  -οῦ 


Ὅων έχει ο λε πίωκέ ο ὁ 

να να 6 ο ζων κα - τι) - 4 καὶ Ετσι ον 

ος1 -ἰ ον αφου ᾱν (11 «4 5 (ἐἳ «Ἡ) ἔχω τελικα 
”κονκις Ἱ. 


-οτ- ΕκθετικΗ- ΛΟΓΑΑ, 


ὁ. ἉἈ ὀκ]τΥ 


Αξ)-κεο ϱ ῶτο,  οκρἰο 
αι τα Πρσι[ουγίνα. 


, Εχεὶ μον α δν Ἡ λνου το ο.. 
Γ α. ςπογωγωο ΣΣ 


ον. 34 3») - 
ὃ νλ λέει «4 αρο αθχὺν ἥνεν. 


ὢ αν αν σα , 


εόοιο δέαι ς«ὐ ϐ) ο Ἱο Βα. 


έα έιδη ας ΣΌ ΥΝνεν κα, 

η (κ). Έέάναν |. ΑΦ Ὀνκουζα στο (ο «) ἔχοντῖ 
κν) ) 39) τα. διλ. οι ατα να έ Κου» Εν ώ νο 

Προςθα ο. Ἀλ. ν ᾱν  ἄνοι αμολονυία͵, που Ἀλνθια {ει 


το σα, γε ιν εαοτέρωθὲν αυτού. 





, μως .- --- . 1 (σεις δεχέ 
ᾗ αχ ο... 1 
ή Χχ 3 
ἔ..ᾱ-, ε 
στ “κ "1 


ελιωὰ [θε] ἐ τρ | - 


5. έφαργο]» Το Ὃξωρν ο μοςνν τιµνς ὅτω 
ο (ος, όν ὑποξάθιημο ἍὨων (3. 
ν ἄ,ε)) ων) Αι. -- Ξ) [άμα - υνεὴ ω τς [ρωσ ὰν | 
α 


| 
- Όξο 


νφὶ 


{ φαρνὸ ἷν Ὃη οχίδη συυ. αλοχίώς . 
αμ αν. ες [αν αν.ι] 
ία π ον] Ξ - - δω αμα] 
αντ αι | ο ωας] 


Λι Πολ 





μα: ας ἂν τα υ,]εα 


ν 


δι) ν πολολιομὸι τον ο ἐχυ όριά. και ἄφανε ἴαι 
οτον αναχνώθὶη. 


-ἳ- 


δ4 Ἡστω η συνάρτηση φ(χ)ςυνχ- 


χ. Ἆα μελετηθδή η συνάρτηση μαι να παρασταφθεί 
γραφικά σε ορ9δ. σύστημα. Ἀστω (1) η καμπύλη της. 

Φ. ϐΕεωρῶώ την ουνάρτηση ο (κ) θιι(χ-αχα4) όπου 
α παράμετρος αι -4ξα κά, 

α. Ίνα βριωεί το πεδίο ορισμού της ς (χ) 

β. ΊἹα βρεθούν τα όρια τὴς ὃν (1) ὅταν χ -ν2αο 

γ. -α μελετηθούν οι μεταβολές της} (χ) γα -4 ζαίά 

δ. Εύτω ο (χ)- (κ) -φίχ). κα βρεθούν τα όριά της 
στο άπειρο. Ἱ.α μελετηθεί το πρόσιηµο της αχ). 

5. ο. ρησιμοποιώντας τα αποτελέζοματα του 2. να 
κατασκευαστεί η καμπύλη ο, της νὰ) για α-ξ2, πάνω 
στο ἴδιο σύστημα µε την(τ) . Ἶα μελετηθούν οι 


σχετικές θέσεις των 6. και Γ. 


2 
β, “ελετήστε τις μεταβολές της ο (χ) για αξᾷ 
και α--4. Κατασκευάστε την αντίστοιχη παμπύλη 


για ἆ--4 , στο ἴδιο οὔὕστημα αξόνων. 


(Ἄλσο. ὮὉ, 11ος 9) 


ΕκθέτικἩΗ - ΛΟΓΑΡ. 





ΛΥΣΗ 
4. . ςυναρτναή ορίζεται στο α΄ και εαςιὸν Εἶνα | 
αρτια, μέ]ετω τον ἨΠεριορίοκόὁ της το (ο -ο) Του ναι 
3 ϕΩ 5 κ. Ον µεπαθολές των Φαΐνονιοι  ὥεο βἰναμοι 
ο...  ἰ «3. κα ν θσφινα ΥνΣ Παρα θτοιςή 
το ο”. ({)  επο τἰλον τος ύθας, 
Ά  α. Το Ἱκδίο οριε-οὺ Τι» δω: 
Δ.α) : Ἐκ|κεκ μαι χΧ- ακαι »οἱ 
Το τριώννγο , έχει ορὶ Ίουςοι τυνν Δ- α-[ς- -υ](α. 4) 
λροι ο. α-- το χ-ακας (κε2). καὶ λι5β-ἕ-λᾖ 
ἄν ας: ῄτο κ-ακαἩ «(κ-) και Λι: Α- τα 
χα! ἂν -έα«ά το κὶακήάνο Και Α,-β, 


--- ---ω----- 


ειδι ἕ-ε.--- πο ων μορμσω 


-90-. έκθετικΗ - ΛΟΓΛΡ. 


4 (λείο. {ιν (κ τακνν) - 0 α ϱ οἱ ο» ζω το 


πο 


ς ς 3 λ 
ον. Ἡᾱ οὁ κπτα 9 ν 5 
ς κο! κ) - -Ἡ ᾿ 0αᾳ ἐλναὶ αρ" Άτην κ'. αι 8. 


Και θετικὰ κ αν α- 
ο’ μετα θο]εὴ της | κ | -ι) οί/4 ου 


-Ὦυ 


Γῶ[1οὸ αυ Ρ.. 
. ἡ (κ] οθὶλετοιν στο α” ὁπου «| 5 ϐ(κ)-ονοὴ)-ἓν ο. 
νο πο ο) λεο ϱν 36): (πάτο 


[ίρο ον ο 0: πει εὗαρτάτοιι απ το Ἱρόθημο ων) 
διαφορὰν Ότν-ακνά -χ α( --κ). λν «-ο ορ «ελ 
ἂν ο {ο το πρδοινο τν ϱ, Ῥωνςται «απ του) τυο 4:.οια 1ὴ 

«2ο πω μοκ]- ᾖ3Ἡ« ο |-- 
νὰ 4- - ο -- θη - ο ϱ 1- 
π αι. ἴμο 3 (κ κν) με απο Ἀἰνοιισ μιταβο]ο». 

(να. κα γπύλ (. ὁτο θχάμα. Οι οκετω ἐν 
Ὀίςεωι τω» να Καγμύλω», εαρτὼ ντα! απ Ὁν Πρόςσιμσ 
ὅὍες Δώς] Στ ἰ] οκ) - Γ Ἀρου]οῦ-ἲν» [ντι ο Ώου 
ὄίχωιν ὃς σ]νο ο. χΧέ9 και 9/5) «ο ια κ29. 
Ἄρ- ας. ο θριθκεται πάνω, «α οι (Γ) κ. κε(-ο,ο)ω(οι) 
μλο. 

θ. κα 3 ἐν (κ κ). γ(κ) - ἐν («νο 


0ι ἕάτα θολέν τουὸ ςπονται Ώ τουν ΓΠινανιε/ 
κ |-- 3 }οο 
μα 40 Ὃν -ώι -. 46 


γ! ο έιιε τα) στο Ἱ οώ θκμο συν στίχεια, 





(κθε"τιμῃ -ΛΟΤΑΡΦ. 





Θ6. Ίοιτω η συνάρτηση (χ)- Γη (111χ) 

1. ἵα μµελετηδεί η συνάριτηση γαι να γίνει η 
Ἰρωφιωιή της παράστάση. 

Φ, Ἱπορεί να οριστεί η αντίστροφη ος) γισ ὅλες 
τις τιµές του χὸ µἹα γίνει η γραφική παράσταση της 


Γά ΄ ϱ 
αντίστροφης στο ἴδιο σύστιμα αξόνων. 


(ΨΑσσο. σα. ἩἨΛΕ) 





λΥΣΝ. 
1. ζω ορί]έται οταν - ίακ. ναι αυενηρά θετνμη 


ζω. οταν κ»4, ὴ { - .ᾱ-λο αρα ἔεο! δ αίζουσα. 


Μεν ζκτοιὶ } ΧΞ-θ. ντ ω ϱ - -οὉ κοιὶ 
ζω {δ) «4ο. ἤλαι.α αςν Ἡ Τωτσ! ο υπαρχει, γαι 
ον ὁμ., ὃς σα. ἐν). .- τ 1. ἐν. «οἱ 
πΧ 


έλικα Έἶνοι ιο παροβολὸ (ο, 

8. Όχτοιν κε( τσ Ξ-) τε) ε(--ο ο). Λρ- γιο 
Οπαιαδ ἧποτε ος, τνμνα α ο μονο ὁ) ως χ,͵ 
ο ατ η ὁ- θωκ : χ- 5) ' Δ. λα[ς 

ο ο) ςό ῃ Ἰροθ.0. Ὃι ὺ παρο (ταθν ε.α 

ωγ}γ. τθωὰ τω ὃ (Ο 9 Προ τη αρώτν 

κ. χοτο]ιρ. 


1641-- ςκθετ!ικΗ - ΛΟΓΑΡ. 


83 Αν φεῖ δέτω χξ-------ϕ---- 


χ. ἵἴα εκφρασί οὁ Ψ οὀυναρτήῆσει του χ: έστω 
ς(χ) η ἔπφραση που προκύπτει, Να βρεὺεί το πεδίο 
ορισμού. της δ5(χ). 

ο” ὕα λυὺεί στο ἃ η εξίσωση (κ) -- 2 όπου 
χ, είναι ο άγνωστος. 


(ΆἈλου/ Β. ΝΙΟΒ) 





Ὑς Η. 


4. λ. κά -ᾖ. εχω (κκ«) οἳ- .-κ 65 ε-- ἐν 

χα. ιο [κΜ)(1-κ72ο ἔχω υτ «(αάΣ. .. ΛΕδιο 
κ ς 

ορ!.θγου τν ο) Ελνέται απ την (ο) (ιν) 2ο ω. 


ο Ξ (-ε͵ 1) . 
4. ἛἜχ. εἷα {- κ ι-εἳ 
Θ [εκ 67 πα. 
χέζή!) "ε(--,9) 


ζχουμί λοιπον ων --ᾱ αι κο μόνο αν 


-ῄν 
ᾱ-- μες. - ίο-ι » 0,21 
ἐιὸὲ (ο εί 


ΙΦ4 Ἱα λυθεί η εὀίσωση: α. ὴΟΥ(χ-12)-λογ(χ-6)Ξλογχ 
| β. λογ(12-χ)-λογ(6-χ)Ξλογχ 


χ-{2ἱ -λογ1:-δ[ΓΞλογ) 
γ. λογ | 19] οΥ[: 6] α (μάσ6. ἡ δι Προ ) 


--408 -- εκος"τικΗ- ΛοίΑρ. 


ΛΥΣΗ. 

ςα.. ἡ εδίςω νι ορ]]έται στο (13, ο) 6τυ οποιο 
μέτασχημα τύλεται : χ-ίθ- χ(κ-ς)ς κ’. γνά]ᾷςο μι 
κ: κά, λυτο νε σνἠγοΟυν οἷο (η ο) αρα Α. 
εἵοκυοι ἍᾖἘν έχει εν. 

4. οπή ορ ἵκται οτο (ο ε) σρσ ελει εκ. μκλω» 
το δι, 1. 

λντν ι65 ἱννα]υτὶ νι ας. ως τρίο θυνματα : 


οιγε«ς 
1. ἱ (ο) (ι1-κ) -θου(6- κ) οσον με δ3,4 


π ρο (ι4-κ)- [ο (ι- ο) - οφ. χ-θκ-ητο 


μα ἀ ιά (5-6 
π. ου ϱ-Ι5) - Ίνα(- 6]: ουν κ-δκείοτο | 


31ο - έκθε"τικη - Λο{ΓΑβ8δ. 


2. θεωρούμε τη συνάρτηση [ο που ορίζεται στο 
μ-[-ἰμὸ «βέναι άρτια ἤ περιττή ’ Να απλοποιηνεί 
ο τύπος της, ἴα βρεθούν τα ὅριά της στα και 
ία χαραχτεί η καμπύλη τῆςε 


(ἆλσα. ο ΜΟΝΜΤΡΕΙΙΤΟΕ 1984) 


ας σπκ Ον «άμε «που «πρ «ποὸ «κοπο «παρ «πάτο «πάς σπα; «απ 


Θϱ 1. µἾα δευχτεί ὅτι κχεἃΒ και χ»0Ο ισχύει: 
χ-χζ/ο «ζπ({νχ) « 
2. Να προσδιορίσετε το Ἴριο τηςπ ακολουθίας 
(α, ) µε γενικό όρο: 
α να καν") νο/νὄ)ον αν- Ἰγν 5) (4 ν/ν 2 ) 
δαχδου ότι: ἦν λε. οὐ τν (ν 1) (2ν 1) /6 


(8λσ06. σ. Αλ ΒΗΝΙΟΝ Τ984) 


03 1.' Ἐστω η συνάρτηση «(χ)Ξκ-θᾖενς-] 


ἥα μελετηθούν οἱ μεταβολές τηῃηᾶς και να χαραχτεί 
η καμπύλη της, 6. δΔείξἔτε ὅτι η 6, ἔχει µια 
πλάγια ασύμπτωτη και ἕνα πέντρο συμμετρίας. 

2. Υπολογίστε το εμβαδόν Δία), του µέρους 
του επιπέδου, που περιέχεται στην παμπύλη ο, 
στην ευθεία ϐἂδ (ασύμπτωτη) και στις ευθείες 
χΧΞΑ και χξα ὅπου α: Οέαξή (Ολοκλήρωση κατά 
παράγοντας) 

Να µελετηδεί το ὰ1Λἱ Δία) 


(ΒΑ80σ. σ ΠΒΑΚΔΗ 1964) 


' -4λς- Εκθέτικη - ΛΟΤΑΡ, 


Οἡ Δίνεται η συνάρτηση: 
χο ΕΣί(χ)ς- {αχ 
χΞΟ Σ(0)50Ο 
χ»0 Ε(χ)-χζζηχ 

1. Ἱα δειυχτεί ὅτι είναι παραγωγίσιµη στο 0. 
ἵα μελετηθούν οἱ μεταβολές τῆς. 

2. Όνομάζουμε 6 την γραφινπή της παράσταση. 
Δείξτε ὅτι η ευθεία φΞχ«4 είναι µια ασύμπτωτη 
της 6. Κατασκευάστε την ᾖϐν 

5, Δίνεται Ο(ηέ4. Κα υπολογίστε συναρτήσει 
του η το τ(η)- (ὔ()άν. Ομοίως το Ἠ1μι Τ(η) 


ΜΑ 


(Ἀλσσ Ε. ᾖῥΡΟΙΤΙΕΠ5 1982) 


/ 


95, Δίνεται η οικογένεια συναρτήσεων: 
Ε.(χ)5 -.χ-ἆ4λοχ ναι ονομάζουμε ο τις 
καμπύλες της οιπογένειας. 

1.α. Ἱα δεινχτεί ότι ὅλες οι καμπύλες σι 
έχουν την (ἴδια πλάγια ασύμπτωτο ἂν, ὅταν χ.-α 
β. Να βρεθεί το όριο των Β ὅταν χ--νεσ 

γ. Να μελετηθούν οι µεταβολές των Ελ επαι οὓ 
σχετικές θέσεις των σι. 

2. Έστω αεΒβ. Αν ονομάσουμε Ιλ το σηµείο της 
6. µε τετμημµένη α, να υπολογιστεί η τετμηµένη 
του σηµείου ΧΝ, που εἶναι η τοµή της ευθείας Δ, 
παι της εφαπτομένης λ στο ἥι της ϱΟλ. 

Ἱα δισπιστώστε ὅτι οι ευὀείες Ὅ (λε) περνούν 
όλες απ΄το ἴδυο σηµείο. 


(Άλσο. ἨἩ. 5) νομούς 1ου) 


-1411- ένθετικµ- Λοραρ. 


ΦςᾳΔ. Ώἤστω Γ(χ)Ξχ-Ι-ἔηχ] και σημειώνουμε µε 
Ε. και Τι τους περιορισμούς της Β, πάνω στα κά 


και Ε΄ αντίστοιχα. ἡυπίσης ἔστω Υγ, Υγ. και Υ οι 


αντίοτοιχες καμπύλες τοὺς. : 
Τ.α. Για κάθε Ν, θεωρούμε την ευρεία ϱ. µε 
εξίσωση ΦφΞχ1Ν. 

Δε(ίξτε ὅτι η πι τέμνει την Υ σε δυό σηµεία µε α- 
ντίδετες τετμηµένες., Ον Υ παιυν Ἶς συμμετρικές (Φείδτε). 
β. ὀεωρούμε δυό σηµεία ὉῬ και Ω πάνω στη Ύγ 
µε τετμηµένες χ και {/χ αντίστοιχα και 1 το µέσο 
τους. ' Να δειχτεί ὅτι το 1, βρίσιεται πάνω σε 

μιά ευθεία Ῥιν Ἡ οποία να προσδιοριστεί. 
γ. ἱιελετήστε χαιν χαράξτε τῃ }γ. 


Ῥ. Εστω τώρα η α(κ) --ᾱάπμί. χζ0, 1, 
α(ο)-0 
| α(4)-1 
Τ. ὠίναι συνεχής στο Ο;, ὅτο/” 
Ο.α. ὑΐίναι µπαραγωγίσυµη στο 0; 
β. Ὀζναι ιιαραγωγίσιµη στο 1; 
γ. ὑε τη βοήθεια του προσήµου της Ὦ (4 μέρος) 
να µελετήστε τις μεταμολές τῆς {ο 
ὧο α. ὑστω 6ο, η παμπύλη της ᾱ, και Ἠἢ το σηµείο 
τῆς, µε τετμημένη -{. ἴα γραφεί η εξβίσωοη της 
εφαπτομένης τὴς 6 στο ᾖὃ. 
β. Κατασιευάστε την ᾖϐϱο 


(πλσσ 6ο. ΑδΙὀ ος οὐυυρ αὐς'ήςαΙιτο) 


-α1τ- «κθετικΗ- ΛΟΓΑΡ. 
4 
9]. αίνεται η ϐο(χ)Ξ ἰχ!’ χ{ο 
σ(α)-ο 
1. Ἱα μελετηθούν 
α. 1 συνέχεια από αριστερά στο σηµείο 0Ο. 
β. Ἡ παραγωγισιµμότης από δεξιά στο 0Ο. 
Υ. Ἡ συνέχεια και η παραγωγισιµότης στο 0. 
2. }Συμβολίζουμε µε 6 την καμπύλη της ϐ. 
α. Ἰ.ελετήστε τις μεταβολές της 6. 
β. -α βρεθούν οι συντεταγμένες του σιµείου το- 
µής της 6ο και της ευφείας ϕΞΛ. 
γ. Ἱα βρεθούν οι συντελεστές διευθύνσεως των 
εφαπτομζνων της 6, σια προηγούμενα σιμµεία. 
ὁ. Χαρέξτε τὴν ϐ. 


(50 δι ΑΙ ΗπΙωῦΕ τι 9οὗρ 1984) 


λα 


98. ἑεωρούµε την Σ(Χ)-Ξ2χ-χίηχ Ίνα χο 
| }(0)Ξ0 
1. Ἀΐίναι συνεχής στο Ο/ Παραγωγίσιμη» 
9. Ὑα παρασταθεί γραφικά. 


(απουΡΏ 1 1984) 


--λλ,-......ω-..-. κ 


09 Ἱοτω τη ὄ(χ)--σοτ- -{η(χ. 1) µε 1Ο {--ἆιο) 
1. δείξτε ὅτι α(χ)έο χ)-4 
2. ν(χ)- 142) χο 
(0) | .... συνεχής )ιαι πσαρσ- 
γωγίσοιμη στο 0: α πσραοτοθεί γραφιλάν 


(σσ. 6. ΟΛΗ 1964) 


-119- εκθετικἠ- ΛΟΓΑΡ. 


κ 
400,ἔστω η συνάρτηση ᾖΕίχ)- --- χ{ο 
Ε(0)- 4 

Α. Ι. ἵα δευχτεί ότι είναι συνεχής και παραγωγί- 
σιµη στο Ο. Να βρεδεί το Ε(ρ) 

2. θεωρώ την ὁ(χ)ςχς-- όλ ο ἴα μελετηθούν 
ου µεταβολές τηςε ἴα εξαχθεί το πρόσηµό της για 
ὅλα τα πραγματικά χ. 

3. Ομοίως να μελετηθούν ου µεταβολές της Β. 
Να χαραχτεί η παμπύλη τῆς, ἕστω η σρ 


Β. Ορίζουµε την ακολουθία (α): 
α.”Ό,2 
ανιι""Ε(αν) 
Ι. σημειώστε πάνω στο επίπεδο τα σηµεία 
Μκζα.αι) Μρίαι να.) ο. Μσαρνας). Τι συμβαίνει” 
2. Βστω η Υ(χ)Ξξό6-χζ- 1 
α. ἴα μελετηθούν οι µεταβολές της ΥΝύ στο (0,99) 
β.εῖία δευχτεί ὅτι η Β εἵναι αύξουσα στο [0,ου) 
ὑπίσης είναι }Υ(χ)ΔΟ στο ({διο τς 
 , : ία 
2ο ἂα δειχτεύ ὅτι ἕνειϊ πω... αν ο : 
ἥα εξαχθεί ότι ἡ (αι) είναι αὔξουσα. 
ἃ. Ὑποφδέτουμε ότι η (ία) συγκλίνει στο Ἀ, 
λέΟ. «ρησιμοποιώντας την (1) , δείξτε : ἵ(λ)Ξ0 
δν μπορούμε να συμπεράνουµε; 
͵ - 2 2 4 ' 
Ρ. Ὄετουμε υ(κ)σέ-θνμνδτνδτνήτ) . ὕστω Π58 
Βρδι ψσ-Ῥρ δρ ὃς | ον 
Γ. ὑὠιφράστε τα Βι γνα χεῖ (ἐς ναι, 
2. [ιελετῆστε το πρόσημο του δι για χε(--,0) 
Διαδοχιυνά µελετήστε τις μεταβολές των ΒςνΒ2 Βη ν Ῥ 
στο ἴίδιο διάστηµα. 2 


3 
3ο δείξτετἡ κοκ δρ.1ι εε(κ) ἐ{νεγνᾶπτ 


(Βαςςε, Β ΒοῦΝ 1984) 


-490 -- (ΕκθέετικΙ -ΛΟΓΑΡ, 


404. Έστω η 3, που ορίζεται: 
| χε(-.,ο) ΕίΧ)5 ασ. 
χε [ο,1] Μ(χ)« συντχ 
χε(4 , ο) πμ 
Τε Ἱα μελετηθεί η συνέχεια κ Ἱ] ο --- 
της ἹὉ οτο ΕΒ. 
2. ἾΊία υπολογιστεί ήτο ολοπλήρωμα 1: οξωνάν αφού 
προηγουμένως αποδειυχτεί ἩἨ ύπαρξη αυτού. 


(Ώμσο Ε/ οροἱυ1μή 1964) 


409 .Ἠστω η }(χ)ς»(ε- 2Χ- 62Χ) 
1. Πίνακας μεταβολών τῆς, 
2. Ὥστω ϐϱ η καμπύλη τῆςζο 
αι. Χαράξτε της 
β. Ὑπολογίστε το εμβαδόν ὮἙῬ(μ) μµ)0Ο, που ορί-- 
ζεται στο επίπεδο: ο Εχ έ«μ 
ο έφΞΣ(χ) 
γ. Ὑπολογίστε το ὅριο του Ὁίμ), ὅταν µ-ου 
3, Έστω η 6(χ) περιορισμός της 1(χ) στο διάστηµα 
Ίς [2/2, 400). Να δειχτεί ὅτι η 6(χ) είναι 1-ἵ 
καν επί" του ἹἸ, σ΄ἕνα διάστηµα ο, που να προ- 
σδιοριστεί. Να εξάγετε ὅτι υπάρχει µια µονα- 
δική τιµή α, του 1 , ἕτσι ώὤστε ϐΟ(α)ξ 1/3 


(σμΗΙ” ο υουμοῦς 1985) 


ου ος -- ϱϱ.. -“ο ϱ.βϱρ”.ϱ.ω 


ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΙΣ 
ρ -6ᾱ- 


Άρα η Τ({χ)ξί ιοαχύει µόνον όταν κΞ- 2 
3. Στο (2, 0] έχω χ.-Ί-μ έ9 ο Μο 
αν µέ-] ὅεν υπάρχει λύση 
αν μὺ -ἶ έχπουµε κχς- ἡμ.ῖ 
Στο (0,0) Αμ 5» {μ-)χ5] 
ὰχ 
Αν µ« Ἱ δεν υπάρχει λύση 
αν μὸδ]ὶ έχουμε ώμερ ο 
μ- ὶ 
Άρα τελικά: Αν μέ-ὶ δεν υπάρχει λύση 
αν -Ίέμά«] µία λύση χς -ἥμτῖ 
αν μὸλί δύο λύσεις : χξ-γμιῖ ο. 
μ- 
4, Αν είναι Ί-{, γιαὲι απ΄ την προηγούµενη µελέτη 
κάθε στοιχείς του διαστήµατος (ἱ 2), είναι εικόνα 
δύο στοιχείων του Α της { (Δ5Ξβ). 


5ο ἔσοτω α) 0 ((α) 5 . 
α 
θέτουµε -αξβ» { [β) ςὦ "1 


έτοι {ἔ(α)ξί(β) αν και µόνο άν αν] ος ωή 
α 


Αφού αδλθθατ1ίο και η εξίοωση γράφεται σ εα-]1 ἡ 
ἆ-α- «0 με ο σε» (αὺ 0) Ὅ 





Αρα µια μµοναδικἠ τιµή του µ υπάρχει: 
4 
μξα -αλανλας 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ | 


-ζ|- 





Ἑ ον αχ). -ἰ-.. χεβ 


. ΧΙ] 





Δίνονται οι ουναρτήσεις {χ)- 


Ί. ία βρεθούν τα πεδία οριομού των συναρτήσεων | 
και έπειτα να λυθεί η εξίοωση {(χ)- 0(χ) 

2. Ιία λυθεί η ανισότης αχ) ὶ {χ) | 
3, υἱα δειχτεί ότι η ἴχ) είναι αυστηρώς φθίνουσα στο 
διάστηµα Β: «Τί εἶδους µονοτονία έχει στο ἕ”- : 

4. Ία εξεταστεί η μονοτονία της αχ). | 


| πο (εΊδςςαος 46 ργεµίθγο Α,β,ς) | 


ΑΛ Υ Σ η 


1. Ό5Α εξ άλλου χο» Ἅᾖἰχ «κ άρα 


Υχδιν, Πχ)5 (χ) (1) | 
Επίσης Τχαι - Ίχὶ 5 -χ και χ|Χχ] εἰς -χ” '4ρα η 83 δεν 
ορίζεται για χς Β0ΞΚ- [-] 


η ἄχ)ς/χ): Απτη οχέση (1) προκύπτει ότι τον | 
περιέχεται στο οὐνολο των λύσεών της. 
Για -να υπόρχουν λύσεις αιστηρά αρνητικές πρέπει 
3 σεν, . 
ο ο 1 κχ 1 κ) 2χ 50 που δίνει αρνητικές λύσεις, 
{9 χἷ 1-χἳ 





Άρα οι λύσεις της εξίσωσης είναι οτο ἴν, | 


2. Ἡ ανισότης 4χ) }) Γ(χ):Λπ το προηγούμενα προκύπτει 
ότι δεν υπάρχει καμμιά θετική λύση της ἀνισότητας,. | 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 





κ -65- 
Για Χςθὺ και χί-ί ἐἔχω ἱ | | 
ο(χ)-{(κχ)Ξ ο - ---οξ κωδ Αυτὴ η διαορἀ 
η. Γκ κ (1 κ) 1 χ) 


είναι θετικἠ όταν και µόνο ὅταν Γ-χλ0 και Χχχ0. 
Αρα το ζητούμενο σούνολο λύσεων της ανισότητας ο(Χ)}2 (χ) 
είναι το διάστηµα (-1,0). 








3. Αν (α,β)Ο68 έχουμε Εία)-έ(β]- ο μα. ο. 
α΄ ντ] 1 τβ 


αρα δα) -δίβ), ία ν β) 


αν (τε) α-β Ευ μν 


Αν (α,β), η Γ(χ) γνησίως φθίνουσα 
Αν (α,β)οίΙ- η Γ(χ) γνησίως σύζωνδα. 


4. Απ᾽τη σχέση (1) προκύπτει ότι η 9 είναι αυστηρά ϱθί- 
νουσα στο Αν ᾿ 


1 
-β 
ΕΣτω α,β κεβ -|-Ιἶ .ἔχουμε Φ(α)-ο(β) ---------------- 
. (1-α (1 -β ) 


δηλ. α)-ο(β) αν 
᾿ Ὁ μυ--- (2) 
Ι-αἲ)(1-β] 
3 3 

Αν τα α,β, ε (-ἱ,0] έχω αιβςῦθ, 1-αά0 1-β20 
άρα ο λόγος µεταβολής είναι αρνητικός και η ο(χ) 
είναι γνησίως φθίνουσα στο (-1,0], Αποδεικνύεται εὐκολα 
ότι εἶναι γνησίως φθίνουσα οτο ({-1,. 9) ένωση Των δύο 
προηγούμενων διαοτηµάτων. 

θα εξετάσουμε το πρόσημο του λόγου μεταβολής (2) οτο 
(-ω,-1).Για γαιβ εί-ω,-1)αιμ{«θ Ἱ-α«θ 1-ῃ«0 
άρα ἡη/(ία)-ο(ῇβ) 

α- ἃ ςῦ 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ | 


εδ. 


Δηλ. γνησίως ὠθίνουσα στο (-ω,-1) | 
Τελικά είναι γν.φθίνουσα σε κάθε ἑνα απ΄τα διαστήματα 
έτσι) ον (ντο). | | 
Η απὀδειξη για τη μονοτονία της 9/(χ) στο 
(-Ίἲ,τω)-(-1,θ]ν (0,19). 
ϱ ἔστω (α,β)ς6(-1,1ο) | 
αν {α,β)ς Αι τότε αἰα)-αίβ) «0 υξ ενυατὸ. 
αν (α,β) (-1,0] ομοίως | 
αν α»θ και βς0θ, έχουµε αλβ, ο({α)ς ο(θ) 
αφού η ᾳ εἶναι Υν. φθίνουσα στο Αν και ο(0) « ο(β) αφού 


η ο είναι γν. φθίνουσα στο (-1,0] Με τη µεταβατικότητα | 
των σχέσεων διάταξης έχουµε αοία) ζ ο(β) (α)-α(β) . 
κ 


| 
σολ. 


θεωρούμε την οµογραφική συνάρτηση ἃ μχ- Ί 


που παρίσταται γραφικά απ᾿΄την καμπύλη (Ημ). | 
Ἱ. Για ποιές τιµὲς του µ , Π συνάρτηση είναι φθί- 
νουοα . Ιία παροοταθεί γραφικά η (Ημ) για µξζ.Τι συμ- | 
βαίνει για |μ]51: 
2.  Δείξτε ότι οι (Ημ) για ᾖ|μ] 71 περνούν απὀ δύο | 
σταθερά σηµεία Α και Β των οποίων να βρείτε τις σύντε- |! 
ταγµένες.Τι συμβαίνει γιο [γ/51: 


3, ία δειχτεί ότι οι δύο καμπύλες (Ημ) που νετ] 


εδ --- - 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ο 
-0]- 


χούν σε δύο αντίθετες τιμὲς του µ είναι συμμετρικές 
ως προς την αρχή Των αξόνων και να βρεθεί ο γ. τόπος 
των κέντρων συμμετρίας των (Ημ) για τα διάφορα μµ, 

4, Πως πρέπει να ορίσουμε το µ ὠὤώστε η (Ημ) να περ- 
νάει απὀ το οηµείο Ἱ(α,β);, Να δισευνηθεί η θέοη του |] 
πάνω στο επίπεδο. 

5. ΗΒ (Ημ) τέμνει τον ΟχΧ στο ή και τον ΌΥγ στο ἡΝ. 

Πως μετακινείται η ευθεία ΜΝ, όταν το Μ μεταβάλλεται; 
Να γράψετε την εξίσωση της, | 


(Βδες. Ίος ρ8γί{ς, 04 κὰγ) 


ΛΥ Σι 


{. Η συνάρτηση ὅεν ορίζεται γα χξμ.ξεστω Χο Και χι δύο 
τιμές της μεταβλητής μικρότερες και οι δύο ἡ μεγαλύ- 
τερες απ το µ, και γρ. οἱ αντίστοιχες τιμές της Υγ 
Τότε γι-Ύ ρ--3 : -... ανα. -“-- 
χι η Χο -ἡ Χι "Χρ ἴΧχιμ) (χο) 

0 παρανοµαστής εἶἰναι θετικός ἆρα συνάρτηση είναι φθί- 
νουσα αν και µί-ίῖ ἡ μμ) 31. Οµοίως αὐζουσα αν -Ίέμίς»]. 

Για µςεὸ η (12) είναι η γνωστή υπερβολή. 

Για µς-] ο αμ] και δεν ορίζεται για χς-Ί 
χε { 

Για µξ{ γ-!, δεν ορίζεται για χς!. 

Και στις δύο περιπτώσεις, οἱ αντίοτοιχες καμπύλες εἶναι 








ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
-ο- | 


ευθείες. | 
2. Όι ουντεταγµένες (Χ, γ) ενὸς τυχόντος σηµείου της 

(Ημ) πληρούν τη οχέση µ(ίχτ γ) Σχ γϊ (1). Η οχέση αυτή πλη- 

ρείται απὀ οποιοδήποτε µ αν χΧν «0 και χγ 150 δηλαδἡὴ 

ΧΞ- γ και χξ].Αρα οι (Ημ) για τυχούσα τιµή του µ ,περνούν 

απ΄ τα οηµεία Α(1,-Τ). και δί-1, 1) 

4. ἔοτω Η(χ, γ) σηµείο ητς (Ημ).θι ουνεταγμένες πλη- 
ρούν τη οχέση (1) η οποία µπορεί να γραφεί και 
(τμ) χσλτί-χ)(- γ) Στ] Λυτή η σχέση δείχνει ὁτι το καὶ 
συμμετρικὀ του |, ως προς την αρχἡ 0Ό, βρίσκεται πάνω οτη 
καμπύλη (Ἡ-μ).Αρα οι (Ημ) και (Η-μ) Είναι ουμμετρικέὲς | 
ως προς την αρχή. 

4, Οι τιμές του µ, που καθορίζουν τις καμπύλες δίνοντα 
απ την εξίσωση µ(αίβ)-αβ- (2) 
Αν αιβ/{θ δηλ. αν το | δεν βρίοκεται πάνω οτην Αδ, η (2) 
έχει µία λύση δηλ. µία µόνο καμπύλη (Ημ) περνάει απὀ το ί 
Η αντίσοιχη τιµή του µ εἶναι πμ Αν α.βΞθ και αβ. 1/0 
δηλ. αν το ἶ βρίσκεται πάνυ στης! β ΑΒ και είναι διάφορο 
των Α καν ϐΒ η εξίσωση (2) εἶναι αδύνατῃ και καμμιά καμπύλὶ 
(ΗΗ) δεν περνάει απ το {.Αν α.ἲβ:εθ και αβ.1Ξ0 δηλ. αν το 
ἱ είναιν οτο Α ἡ οτο Β, η εξίσωση (2) είναι αόριστη και |' 
όλες οι καμπύλες (Ην) περνούν απ΄το ], πράγµα το οποίο | 
βρήκαμε στο ερώτημα 2. 
ὃ, Το Μ ἔχει τετμηµένη Χεη Το Ν έχει τεταγµένη | 





| 


γη. Ἡ ευθεία ΜΙ λοιπόν είναι οταθερά παράλληλη οτη δεύτερη 


διχοτόµο Των αξόνων,0Ό αυντελεσοτής της κατευθύναεως είναι | 
-ἶ και έχει εζίοωση ντ-χεν 


ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕΙΣ 


| δες 








νται συ {-1,1}] απ τις σχέσεις: 
χ) εν (κ) εδχ. ο (χ) 


| μα. 
εν ίχλσκ 





| 1. ία δείξετε ότι η εν(χ) είναι πολυώνυμο ν βαθμούκαι 
Ὅ ο και υπολογίοετε τον συντελεστή του µεγισατοβαθμίου του 
ι. όρου. 
| 2. Να δέιξετε ότι για ρε η ρα άρτια οσυνάρτη- 
ση και η τι περιττή, 

3, Για .θέπ θέτοντας χξῳ(θ) µε φ(θ)Ξσυνθ, να δειχ- 


Γ. τεί ότι η σύνθεση (1 οφ)(θ):(συν(νθ) 


(Βδςςὰ ]δυγθδϊ ἡΜᾶγος) 


Λ Υ Σ η 

ο Ἡν Απτη υπόθεση οι εςχ) και ν(χ) είναι πολυύνυμα 0, 
και πρὠτου Φιθμού αντίστοιχα.0 αναγωγικὸς τύπος δίνει; 
το (κ) Έχε (κλτεο (κ) «2 δηλ. η {. (χ) είναι πολύὐώνυμο 
δευτέρου βαθμού. Υοθέτουμε ότι η ἐκ) είναι πολυύνυμο ν 
βαθμού καθώς και η {. (χ)λείναι ν-{ βαθμού. 

. ο 

Τότε -ἔνι (κ) 2χίν(χ) νι κ) (1) δηλ, βαθμού νι] 


2. Ι ἵιχ) εἶναι περιττή, ῃ ἵδλ(χ) άρτια. 
| Υποθέτουμε πως η ἵν (χ), έχει την ἴδια ΡὰγΙΙγ Ἅᾖ{(εἶναι 
| άρτια ἡ περιττή]με το μονώνυμό της που έχει το μεγαλύτερο 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ | 


-τ10- 


Τότε το πολυώνυµο 2χε, (χ) έχει διαφορετικἡ ρὰγ{ῖγ 
απ το {(χ).Εχει λοιπόν την ἴδια ραγ{ῖγμετο { ϱ/(χ). 
Άρα απ την (1) τοῖν,!(χ) έχει ίδια ραγί{τν µε τοῖς ϱ (κ). | 
Άρα οι συναρτήσεις [2ρ/Χ) είναι ἀρτιες και οι | 
ἔρρις Χ) περιττές, | 
Ἡ (ε{οφ) (0) -συνθ.Απ΄τον αναδρομικό τύπο έχουµε 


(τ2οφ)(Θ)91:2ουνθ.(τιοφ)(0)-2συνθ.ουνθ-συνζ2θν | | 
({2οφ) (8) -συν2θ.0 τύπος ιοχύει για νξ!,νςὸ2 
"Εστω ότι ισχύει για ν5εν δηλ. (ἐ οφ) (θ)-ουν νθ | 
Απ᾽τον αναδροµικό τύπο έχω; 
(ες 1οφ)(θ)1{ε, οφ) (6) «2συνθ{τ οφ) (6): 
-2συνθ συωνθξσουν(νιτ])θτσυν(ν-1)6. | 
Επειδή δε έχουμε (οφ) (θ)Ξσυν(ν-1})8 έχουµε τελικάἀ 


(1 


ν.1οφ) (0) 5συν(νν1}θ.Λρα ο τύπος ισχύει Μ νεΝ. | 


ου -. 









΄"Εοτω η ΓΑ --Ά που δίνεται απ΄το τύπο {(χ)«χε1κ]2 -ἡ 
να χαραχτεί η καμπύλη που παριστάνει την Ἅ{ίχ) σε ορθ. 
ούστημα αζόνων.,Με τη βοήθεια αυτής να λυθεί η εξίσωση 

{(χ)Ξµ µε άγνωστο το χ,.Να εξηγείστε γιατί η {ἔ είναι 

Ί-Τ, και να αποδείῖζτε ότι η ανὐστροφή της είναι η | 
ο(χ) 5 - χ-2-2]1-3] ια χαράξτε την καμπύλη της οϱ(χ) στο 
ίδιο οὐστημα αξόνων. | 


ο-------ᾱ-ᾱν ἄρδο δι Λο. οἷς.-- ασ, Φα. Δι Φα. «θα ος ον 


(6{]ὰ55ςες ἀ4ε ργεμίεγο {6,0ιεῖί Ε) 


ο ο ο 
. 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


. -11- 


λΛΥΣσΣη 


Μετά την εἴαγωγή΄ του απόλυτου, η ϱϐίχ) γράφεται 


2χ χ», 2 Το κοινὀ σηµείο των δύο 
((χ)- . κλάδων εἶναι το Α(6: 1) 
” 32 χ « 2 


Η λύση της {ίχ)Ξµμ, ισοδυναμεί µε τη µελέτη της το- 

µής της καμπύλης (6) της ᾖ{Γ(χ) µε την ευθεία (Όμ)με 
εξίσωση γ-μ («} 

Αν µ-3ὰ έχουμε χΞ2 αφού 
το µόνο σηµείο της(ς) µε 
τετµηµένη 34 αναι το Α. 
Αν µ«:3ὰ η (0Ὀμ)τέμνει τη 
(06)σ ἑνα σηµείο της ευθεί- 
ας µε εξίσωση γ-212.Λρα 
η δοθεἰσα γράφεται: 





σε2-μ 5 χς2(μ-ὸ2).Αν μ»ὸ3η εξίσω- 
ση οµοίως γράφεται ὖχεμ 6 καν 
Για κάθε τιµἡἠ της παραμέτρου µ λοιπόν, η {ίχ)-μ έχει 
µία μοναδική λύση.Δηλ. η { είναι 1-1. 


Άρα για κάθε µ, ο αριθµός ο(ίμ) είνοι λύση της {(χ)-μ 
Αν λοιπὀν μςᾶ»1-1” 0 ἡ τι -Ἡ και 


αμ) η 2-21 -3)52{μ-2) 
Ομοίως αποδεικνύεται αν 23. 


Τέλος η γραφική παράσταση της ο εἶναι η ένωση δύο η- 
μιευθειών µε αρχή το Β(3,2).Η µία είναι χ-« 3} και γΞ52(χ-2]) 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
-{1λ- | 
κ 
και η άλλη χ72, 3 και Υγ στ. | 
Αυτή είναι συμμετρική της παράστασης της {(χ) ως προς 
τη πρώτη διχοτόὀµο, αφού οι ουναρτήσεις είναι αντίστρο- 
φες. | 


' 46, | 


ο. "Εστω η συνάρτηση Γ.Εβ-ν µε τύπο 
(κ) 52ὰ31 | 
χο] 
Ί. Μελετήστε την εξίσωση {(χ)]5μ (μεβ) 
2. Ἀ απεικόνιση είναι 1-1; Είναι Ἐπί"; | 
3. ἰ]οιό είναιτο πεδίο τιμών; ᾿ 


(Ε]ὰςςρς ὁἆ6 ργειίθγθ κα. 


ΛΥ Σ Η | 


2 
ν Ἡ Ε(Χ)τµ ρόφεται αντ ο μα-2χεμ-ιο (1). 
Για μῇθ είναι δευτετοβάθµια µε | 
., τν , ... 
ὃ ) μμ. 1) μημτ τν, µε ρίζες της Α΄ τις µ»-σ-- 
ΞΥ5 {5 
καν 


Άρα για μέσ η ν) η ἡ (0 και η (1) δεν έχει | 
λύοηῃ. | 


δ, 15 σμέ . η (1) δέχεται 2 ρίζες | 


} 
Για µ ο η {(1) δέχεται διπλή ρίζα. 


2. τοι λοιπόν η ουνόρτηση ,, δεν είναι |-ἶ αφού | 


ΣΥΠΑΡΤΗΣΕΙΣ 
-}Ἀ.- 


Ἴγια ωρισµένες τιμές του µ, η {(χ)Ξμµ δέχεται δύο ρί- 
!ζες.ξτσι οι αριθμοί µ, είναι εικόνες δύο στοιχείων 
του Β µέσω της ἕ , πράγμα που αποκλείει το 1-1. 
| Επίσης δεν εἶὖαι η Εἔ επί, αφού για ωριοµένα µ, ἢῃ 
... δὲν ἔχει λύση.Τα µ αυτά λοιπόν δεν είναι ακό- 
νες .. στοιχείου του Ππ μέσω της ἓ 

. Το πεδίο τιμών, είναι το οὐνολο των τιμών Του 
. για τα οποία η Είχ)5Ξµ έχει τουλάχισον µία λύση. 


Αρα {()- "νσα--- : -- 


͵ 


ΣΥΠΛΡΤΗΣΕΙΣ | 


ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑ ΤΑ ΣΠΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


4. Δίδεται η γεχ(4-χ) 


1. Να παρασταθεί γραφικά (6) 


δα 


δ. Μια ευθεία µε κλίση Ί και τεταγµένη επί την αρχή͵ 
µ, τέμνει την καμπύλη (6) σε δύο σηµεία τα Μ και Ν, ενώ 
η παράµετρος µ , είναι μικρότερη απὀ µια τιμµἠ μο η οποί 
α να προσδιοριστεί. 

3. Ποιός είναι ο γεωµ. τόπος του µέσου ] του ΜΝ ὁ- 
ταν το µ µεταβόλλεται ; 

4. Ἑκφράστε το τετράγωνο της απόστασης ΜΝ συναρτή- 
σει του µ. | 


5. Ια προοδιοριστεί το µ, ώστε η απόσταση του |] και | 
της κορυφής 5 της καμπύλης (6) ισούται µε το µισό του ΜΝ. 


(Βδες. 15 ραγίή6, 5θγἰθς Έ].ΑΜοπιγοᾶ]) | 


4. ᾿ἔστω (Ρ).και (Ρ’) οι καμπύλες των γραφικών παρα- 
στάσεων των συναρτήσεων | 
γ ετ(χομ-α) -4 και ντ (χν 2μ)” -4 αντίστοιχα, 
Ἱ. ία κατασκευαστούν στο {ίδιο σύστημα αξόνων οι καμπύη 
λες (Ρ:) και (Ρ) που αντιστοιχούν στην τιµή ηΞο. 
να υπολογιστούν οἱ συντεταγμένες του κοινού σηµεί- 
ου των δύο αυτών καμπύλων, | 
Να δειχτεί ότι οι (ο) και (ϱ) είναι συμμετρικές 
ως προς άξονα, παράλληλου του 0Όγ | 
2. Ποιός είναι ο Υ. τόπος των κορυφών των καμπύλων 
(Ρ) και (Ρ)) ὅταν το μ μεταβάλλεται: 


ΣΥΙΛΡΤΗΣΕΙΣ 
ωσπε 


να υπολογιστούν συναρτήσει του µ, οι οὐντεταγ- 
µένες του κοινού σηµείου των καμπύλων (Ρ) και (Ρ/) 
Για ποιά τιµή του µ, οι δύο καμπύλες ταυτίζονται; 


(θαες. {τς ἁαγἱϊ6, 5θγἱο ἴθδςῃ. Α,Α]9ςγ) 





Ἅ, Να βρεθούν τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων: 


ος) «Κχ- «χτ- 
1. Υ Ὕπ στα ὃ, γ χ ἠχν 9 ο γ ἱ |χ| 


1 ϱχ- χἆ ] 
4. Υ τ------------ 5. "λος 6. ὨἈ-γ--------- εὔχκ2 
ΧΙ -χ 1οφ(1-χ) 
Απάντηση Ἱ. (-ὔ,0)υ(4, 1) οὁδ.([-ο,1) (3,1 οο) 
σσ 38. [-τ,ί] 4. (-σ,0) 
5. [1,4] 6.[-2,0)υ (0,1) 


Α.. 1. Να δειχτεί ότι Ἅᾖ{ΕΓίχ)τεί-χ) είναι άρτια συνάρτηση 
ενώ η Πχ)- ἄ-χ) είναι περιττή 
2, Να γρόψτε τις παρακάτω συναρτήσεις σαν ἀθροισμα 
άρτιας και περιττής συνάρτησης: 
α. γξὰ β. γι 1νκ) ος 


5, Να βρεθούν τα κοινἀ σηµεία των γραφηµάων των 
γς {λ-λλ] και γΞ ΕΙ λὶ -Ιλχ]] 


αχεβ 


6. Δίνεται η οµογραφική κ}: 
γΧν ὃ 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
-Ἱς.: 


1. Να ορισθούν τα α, β, Υ, ὃ ύστε η υπ΄ αυτής ορι- 
ζόμενη καμπύλη, να περνάει απ΄το Α(ί2,3}) και να τέμνει 
«τον Οχ σε σηµείο µε τετµηµένη -Ι, και τον ΌΥγ σε οηµείο 
µε τεταγµένη -Ι. 

2. Ηε τις τιµές που βρέθηκαν να χαραχτεί η καμπύλη 

(ΟΕὗτης συνάρτησης, 

3. Απ᾽την αρχή ϐ, περνάει ευθεία μεταβλητή. 
να βρεθεί το πλήθος των κοινών σηµείων της ευθείας µε 
την (6). "Όταν υπάρχουν δύο κοινά σηµεία ή, ή, να υπο- 
λογιστούν οι συντεταγμένες του µέσου Ρ του τµήµατος 
ή, Μ2.Ποι ὁ ειναι το σύνολο αυτών των σημείων; 

4, ία βρεθούν τα κοινά οηµεία του προηγούμενου 
γεωµ. τόπου και της καμπύλης (0) 


(Ραγίΐο ἀε Βδες. {6 οἵἳ Ε,Ο0{{ομ) 


7. Ἅ«ἴατω η Ε: ΙΑ που ὄένεται 
(0) 55 
Γ(η9 1) ΞΣΓ(η) 
1. [ία εκφράστε το ξ(ίη) ουναρτήσει του {ί({0) 
Η Γ(η) ἑχεί όριο όταν Π --ν οο 7 


2. Υπολογίστε τα {({2), (4), τ(6) 
3. Να δειχτεί ότι Είη). {(π)Ξ5δ(η πι] 


(Βαςς. Α Μάγος) 


Π Α ΡΑ Γα. Γοτ ΣΥΙΙΛΡΤΗΣ ΕΙ Σ-ΠΑΡΑΓΩΓ 


ο. 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣΚαΙΠΑΡΑΓΩΓ 1 


ἆ χο) 


᾿Εσίω η Ε(χ)Ξ(χεῬ)(ίχ 


α. Να μελετηθούν οι μεταβολές της 

β. "Εατω (6) η καμπύλη πὀυ παριστά την Γ(χ) 
Να βρεθούν οι τεταγμένες των σημείων της (6) µε αντίστοι- 
χες τετµηµένες - ἐν ᾗ ο ὁ 

Να δοθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης Τ]της καμπύλης (6) 
στο σηµεία ἶἱ µε τειµηµένη -λ.ία δειχτεί ότι το ] εἶναι 


κέντρο συμμετρίας της καμπύλης (60) και να προῦδιορίσε- 


τε τη θέση της (6) αἱ σχέση µε την ευθεία (Τ) ως προς 
το σηµείο ]. Να χαράξετε την) 


(Ραγιτία όµ ὑὰςς, Βι. Τ]]19) 





ΛΥΣηΗ 


α. ἩΗ ϱίχ) εἶναι πολυώνυμο 3ου βαθμού, ορισμένη 6 9λὰ 
ῤ 
το ῃ µε ἐκ) «λκἍν1χες 20 χεί(-ώ,ω].ΑΔρα η ἵ εἶναι 
γν. αὐξουσα σ᾽ όλο το πεδίο της οριομθύ. 
ση, Ἱ. αν 5 
Είναι επίσης Γ(χ)Ξχ” {1 στ) ο. .σο) δηλ. 


Ἱἰπ ((χ)-- οὁ Ἱίπ Ε(χ)-τωο 
Χ-ν 9 και Χ-Ὅ τώ 


β. Ι(-1,0). Αξί άν 2) 85112). Είναι Εἴ(-1): 


... άρα ῃ εξίσωση εφαπτομµεένης (Τ): υγ Χὴ 
Με αλλαγή συστήματος αξόνων ως εξής: 


ΣΥΙΛΡΤΙΙΣΕ ΙΣ-ΠΑΡΛΓΩΓΟΙ 
“πῦ - 


χΧΞΧ-ἰ η εξίσωση της(6) στο νέο σύστημα γίνεται 
να ψεχ[(χ-α εΧτλ να] ἡ Ψ.Χ(Χ) 1} δηλ. είναι 
περιτη συνάρτηση και επομένως, συμμετρική 
η (6) ως προς την αρχή του νέου συστήµα- 
τος ὅηλ.,. του {. 
Στο νἑέο σύστημα η (Τ) έχει εξίσωση ΨΞΧ ἁρα η θέση της 
(6) ως προς την (Τ) εζαρτάται απ΄τη διαφορά 
φ(Χ) -ΧΞΧ(ΧΣ1) -χ-κ δηλ. η (6) είναι "κάτω" απ΄την (1) 
για «κ ς 0 και πάνω απ την (Τ) για Χχὺο 
(Το σηµείο ἱ είναι σηµείο καμπής της {ς ) 
Ψ Η γραφική παράσταση της Ε(χ) 






είναι χωρίς λεπτομέρειες η 
εζής: 
χ 





᾿εστυω η (κ) ρτ 
[ία μελετηθούν οι µεταβολές της. Να βρεθεί το σηµείο 
καμπής «ἰία γένὲι η γραφική παράσταση της «Να βρεθεί 
η εξίσωση της εφαπτοµένης στο χΈΞθῦ 


(ραγῖίε άυ Όᾶςς.0,βαςάπςοῃ). 


Σ(.ΙΑΡΙΗΣΕΙΣ - ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


λα... 


ΛΥΣ η 





Είναι ϱ.(χ)- ------------ 0 χε «Αρα εἶναι παντού αὐ- 
(χὁ «η Υχ λε! ξουσα. 


| 


Επίσης Ε(ίχ)-!{: ὰ «Ίν ᾱ. άρα 
[χι τὸ τι ἰχ| ΓΓεη 


1 ἰπ ((χ]-ο0 και 1 ἶπ ἤχ)-ὸ αφού λίη α αᾱ | 


χ 
Χ-- -οἳ Χ --ν 95 Χ-ν -]Χ 
δηλ. ἔχουμε τις ασύμµπτωτες 1Υγ Ξ0 - 


Για το σηµεία καµπἠς βρίσκουμε τη β᾽ παράγωγο.ξίναι ἕ΄ (χ)- 


ὰχ 
(χε) ντ 
αλλάζει πρὀσηµο εκατέρωθεν του χς-θ, το σηµείο Ι(0,1}) εί- 
ναι το σηµείο καμπής. 
Η εξίσωση της εφαπτομένης στο (06,1) είναι: Υ Ξχε| 
Γραφική παράσταση; ω 


µε ρίζα το χ-θ,Κκαι καθύςη ἵ (κ) 


-ϱ-. ων.” -- - 








] 4 


ἔεστωη ἴχ)-δ- 





ψ 


Χχ» | χ-δ 
.. ἵα μελετηθούν οι µεταβολές της {χ) 





α. Πεδίο ορισμού 
β. ᾿θριο της{ υτα άκρα του πεδίου ορισμού της. 


ΣΥΙΙΑΡΤΙΙΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
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γ. Πρόσημο της παραγώγου της. 
ΑΒ Γραφική παράσταση της ἍΕίχ)]. Εξίσωση εφαπτομµένης 
της, αἴτο κχς-2 


(θὰςς.Α,Νὰηῖθς) 


απισνηκιιακανιιῴαιώοκηκώκκττο σα εὐκώ παβπαςοωιζκ ρε υσο--αρ-ασπαπον αρα ισποανακπαατοποριςασο αρ ακωακκαὀσπεπαν«άακ σερ σπα ῃιοξυποστπποσκκακακάςαωπαφιζα σι -εώκαπακακιώσπασασπαἰοσακικλοπκῶπιαφησαα κώμα το-παοκσυκοισκεαν-απκώσεαστπο πια 


ΛΥΣΗ 
|. α. Πεδίο ορισμού:β - ο ἳ 
β. "Ορια ατα άκρα του πεδίου ορισμού: 


Ἱ πι Γ(χὸ στου Ἱίπ χ) 5 - ου 
χι -ἰ Χο -ἳ 
Ἱίω Ε(χ)Ξ-ο Ἱίπ Ε(χ)-εο 
Χο χο) 


Και τελικά Ἱππε(χ) 52 
Χ -υν Το 
-Ἀχ(χι4) 


υγ. Είναι Εε᾽(χ): 
(κα -κ-21 


Και έχουµε τον παῃακάζω πίνακα μεταβολής της {χ. 





Η αντίστοιχη γραφικἠ παράσταση εἶναι η εξής: 


ΣΥΙΑΡΤΗΣΕ ΙΣ-ΠΑΡΑΓΗΓΟΙἰ 





-οί - 
4 
ἱ 
.. νο Ασύμπτωτες οι 
ος κι δν μυ. χΧΞό,χΞ-- 1, Υ52 
| | 
11 α ας 
| | Εξίσωση εφαπτομένης οτο 
| ο οωά 7 
| | ! Α(-2,) τγηδεσ 
! 
4. 
ο εχ να} 


θεωρούμε τη συνάρτηση Ε(Χ)Τχττ] 


| !. Να µελετήστε τις µεταβολεό της Εἔίχ) 

2. α. Μέσα στο διανυσματικό χώρο ἕ των πολυυονύμων, 
βαθμού το πολύ Ίου, τα πολυύνυμα ἵ, χ-Ι!, εν ἕκ-λ 
αποτελούν µια βάση Β.ἰία αναλυθεί στη άση αυτή το πολυόὀ- 
νυµο του Εικ!) Να συµπεράνετε έτοι ότι για κἀθξ 
χεΐν η ΕίΧχ) παίρνει τη µονφή: 


(κ) αχεβ». στ ΕΤ ΤΠ όπου α, β, Υ, ὃ να προῦδιῦδρι- 
στούν. 
β. Απ᾽τα προηγούμενα να συμπεράνετε ὁότι η καμπύλη(ς) 
που απεικονίζει την «Είχ), δέχεται µια ασύμπτωτη (Ρ) 
όχι παράλληλη προς τους ἀζονες,. 
Να Χχαραχτεί η (60) 


(ραρτίο άι 0λςῬςς.θι, μληζο5) 
βαπαακσσρααώ-κτεσεε περα μασ πρετβξκασεπιοποζκαπκοασπρα θα σεναντ καρπῶπααςαετακῶσεαονεεσα-Κικῷας--Επζοσιπισικκζα-πσακηκεκκακπατεκαςθορασακοκακεπκατα--Ἔ--ππια-πεττπρσας-σ-αταπεοςτοςσπκπκο-ππεκαηα-κκζ ασ αροκ ωστε ποπακτ πασκωσας-κοσσασκα-εασσκν--οπρκκσσΕρκκοκαασε Ώστασικνο «στα ρἀε κοκ πκστππακιαρ-ττν«ατσβενςηβρεος ὑπρποκήξὴ 


ΣΥΠΑΡΙΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


-9 - 
ΑΛ Υ Σ η 
3 
ἱ,. Πεδίο ορισμού Ό-α -{[ ο αι 
(χ- 1) 

ςἁρα το πρὀσημό της αλλάζει στο { και στο». 
]ἶπ έἐ(χ)ς τν ὁσ και αν γραφεί πα, κ έχουμε 
Χ -ε Ί (1 - ο) 
Ἱΐπ Γ(χ)Ξ- 0ο και Ἱίπ ἤχ)ξτνεα .ἔτσοι έχουμε τον 
Χ «ν - ϱρο 


͵ Χο γυ 
παρακάζω πίνακα; 





1 
2. Ανάλυση του πολυωνύμου (χν!): 
9 
Είναι (χτ!)Ξ ((χ- 1) «5] (χ-1) πε ὁ οι 
(χ- Ι} : δ(χ- 1) «1δ(χ-{)νβ.Αβρα στο πεδίο ο- 
͵ . . ” Ι 2 8 φ - . - 
ορισμού της η Εί(χ)Ξχ μπε σ Στοστμ αμα α-!ι β-5 γ512 
ὧΞ8 


ϱ,. Απ᾽την προηγούµενη έκφραση έχω 


Γ (πχ) (κκ τι πίξ- ον δηλ. 4 ευθεία 
Χ -- συ τ Χ- Σχ” | κ. 





ΥΞΧ25 είναι ασύμπτωτη της Ε(χ), όχι παράλληλη των α- 
ξόνων. Ἡ γραφικἡ παράσταση Ἔίναι: | 





| ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΛΓΩΓΟΙ 


"ν 







ἰα μελετηθούν οι μεταβολές και να γίνει η υΥραφι- 


ράσταση της Ε(χ) ---ᾱ-τ--- 
[εχ 1] 


(Βὰςς ΛΑ, Βεςᾶηςοη) 







ΛΥΣη 






Ιεδίο ορισμού ἢὈξί-οωι,-]))ω(-],το), αλλά δεν έχει 
ίδια ἐκφραση σα όλο το ϐ 


ετσι ε(κ)τεμ(κ)  ὅσιτ για χε (-α,-)) 


και (κ) ελίκ)τόσττ για χε (-ἰ, 3) 


δηλαδή Ερίχ)σ-ειίχ) ἔτσι θα µελετήσω τὴν Ε2{Χ) 
θα ἐἑέχω συμπεράσµα για την (κ) 
γτο β-{-ὴ έχω νο Δηλαδή η { 


ίως αὐξουσα στο ({-ο,-ὶ) ἆρα η Ε, γνησίως φθίνουσα 


] 
διάστηµα αυτό. Η [) οµοίως γν. αὐζουσα στο (-],.) 


Εέναι ἡἹΓἰπ {(χ)ς-- οο και Ἱἶπ ἐ(χ)Ξ-] 
Τσο 


χ 3 -ἱ να 


| 
ἵνακας μεταβολής είναι 





ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


δα 
Η γραφική παράσταση: ) 
| 
ἱ 
- -- -- ---ι- 
τοῖς. 





ς ΧΧΧ 5.0. 





3 
Ι. Εστω εκ) σπα 


όπου ρ.ᾳ Εβ 
'Εστω(6) η καμπύλη της [Γίχ). σε ορθ. άξονες. 
Να προοδιοριστούν τα ϱρ και φώστε ή (60) να πληρεί 
τις εξής ιδιότητες: 
α) ἴα περνάει απ΄το σηµείο Αί-2,0) 
β) ἴια δέχεται αἴτο Α µια εφαπτομένη παράλληλη της ΥΞ0 


2. ᾿Εσῖω η η και έστω (Γ) η καμπύλη της 
(6) στο ἰδιο αὐὗστημα αξόνων. 
α) Να μελετηθούν οι µεταβολές της αχ). 
β) ᾿Εστω (0) η ευθεία µε εξίσωση γξἰχ. 
ἔστω επίσης Μ και { δύο σηµεία που βρίσκονται αντίστοιχα 
στις (Γ}) και (0) µε την ἴδια τετμηµένη,]ία βρεθεί το 
'ᾗπι 0 και }ἰπ Μᾷ «Τι ασυµπεραίνετε απ αυτό; 
Υ) Να χαραχτεί η (Γ]. 
γ) ἴία δειχτεί ότι το σηµείο (0,1) είναι κέντρο ουμ- 
µετρίας της (Γ) 


(Ρραγίίο 4μ ῦὰςς,β.Ναληϊῖος) 


ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


ος. 
| 
ΛΥΣη 
Ί. Ἶἵα ῃ και ᾳ ββῥισκονται απ΄τις οχέοεις: 
ε(-2) 0 ἔπειδή Ε΄ (Χ)Ξ1(1- 4) το σύστημα 
Ε(-2)]-0 γίνεται 4-ὀρεᾳΞ0 ρ5Ξ4 
150 453 


| 
| Άρα η (κ) -ἆ εἲ νὰ Ξ0(χ) 

2. α. νι. (χεΣ)(χ-2) ν 
| ο (Χ) στ χα δηλ. αλλάζει πρόσημο στα - 2 


ο(χ)- "2 Οµοίως Ἱίπ ο(χ)515 


| Επίσης 1 





β. ᾿Εστω Η, µε τετμημένη χ η κοινή προβολή τωνή και 
} αταον Οχ. 'ἔχαυμε ΠΞΗθ-Μή- ο 
άρα Τί ΝΞΟ. Π{π Π5θ” 
χε {3 χ- - 


Αυτό σηµαίνει ότι η (0): γςλχεῖ είναι ασύμπτωτη της (Γ). 
Υ. Αν αναφέρουμε την α(χ) σε νέο κατάλληλο σύστημα 

, προκύπτει περιττή.Λρα οε5 

ὃδ. ἰ γραφική παράσταση: 


ΣΥΙΙΛΡΤΙΙΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 





ασ... 
χίκ-2) | 
ία γίνουν οι γραφικές τους παράστασεις, 

Να βρεθούν τα κοινά σηµεία των καμπύλων τους. 

ία δειχτεί ότι έχουν οι δύο καμπύλες τον {ίδιο | 
άξονα συμμετρίας. 


θεωρούμε τις ε(κ) «Σα και ο(χ)- 


͵ 
(Ραγῖίς άυ Όὰες. Ὁ, Αἱφεγίς). | 





Οι πίνακες μεταβολών | 


ΜΗ (5) εἶναι η καµ- 
πύλη της ἐ(χ) ο 
ϱ) η (6) της α(χ). | 
Τα κοινά σηµεία ΜΗ και 


των δυο συνάρτησεων 






ΙΙ προκύπτουν απ΄ τη λότῇ 
ση χίχ-2) 3 
Ἱ  χίχ-2) 


ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


-Ὁ}- 


χ" 2χ-}-0 5 κ-:-]ί και. κ} Αρα τα σηµεία είναι 
Μ(-τ, 1) Ν(ὰ, 1} 
Για τον κοινό άξονα συμμετρίας: 


Η αίχ) γράφεται οίκτο σε, ά4ρα η χ5ςὶ είναι 
.- - 


άξων συμμετρίας (νέο σύστημα κ.λ.π., ἁρτια]. ὂὋµμως η χτἰ 


| 
(χ2-2χ- 1} (χΣ-2χ«1]-0 Και επειδή χτχΣ-2χ« 10 
είναι και άξονας της παραβολής της Γ(χ]. 


Εστω η συνάρτηση {Γ(χ)ΞἸαχλεο(α-δ)κχεί ο αΕΒ 
.. Για ποιές τιµές του α η συνάρτηση { ορίζεται σ᾿ όλο 
το 


2. Δίνεται αξδ.]α δειχτεί ότι η αντίστοιχη συνάρτηση 
είναι ἁρτια. α μελετηθούν οι μεταβολές της και να 





χαραχτεί η καμπύλη της (Γ)]. 
1. Δίνεται α-θ.Να κατασκευαστεί π αντίστοιχη καμπύλη 
| (6).Να βρεθούν τα κοινά σηµεία των (Γ) και (6) 


- | (ραγτίαο ἀγ Όᾶςς,θιΑπίθης] 
λ Υ Σ η 


{. Αν αξθ η ε(χ) -Ἱ-αχε! που ορίζεται µόνο στο ({-ο]). 
Άρα να να ορίζεταισ᾽όλο το ἩὉ πρέπει αὖθ, µε την 
προὐπόθεση ότι το τριώνυµο 


ΣΥΝΑΡΤΙΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


-ᾷἵ - 


ώ εἴσας ελα ορ είναι πάντα θετικὀ.Πρέπει δηλ. 
Δ΄ Ξ(α- 2) -α { | ᾱ-δαιά « ϱ (α- 1 ](α-4) «09 
α»ὺ 0 ., αλθ { α»0 
ο 
Για α- | ε(χ)-ἰ χ- Ξ|χ-{ 
Για α-ά ϱ(χ)- ἵεδχει }Ἔ ἰδχ. 


ὃ, Για α-δ ἡη Ε(χ)- οχι Αυτή είναι άρτια και να τη 
μελετήσουμε στο (0,5) στο οποίο 
' 2 χ ν 
ε(χ)τς-----»0θ αν χ»ν 0 και 6 (0)5-0 και λίῃ Εείχ)Ξε 
ὀχ 1 αν κος 
Επίσης εἶναι] ἵπ Ε(Χχ) ἐπ λχν{ μάσκα 
κ. γω χ.., ο 


αρ 
| «χΥ2)Ξ]! ον] - ο Αλ (ν2χ« 1 -χΥ ) (ή 2χἳ 1 κχ/ο) 
ο μα .. χν 2) Ας πρ ο ο 


εἰ ἵπ 1 


-------υ-υ- 30 Άρα οι ΜΜ είναι οι πλάγιες αοὐμ- 
Χη τα. [2χ1 «| εχΥο 


πτωτές, 
1, Για α-θ ῃ Ε(χ)ΞΓ-δχεί µε θξ(-ο͵]).Είναι αυστηρώς 
φθίνουσα απ΄ «το ει, 6το 0, και η εφαπτομένη α κι 
ατο (1.0) είναι / προς τον Όγ αφου πα... ος 
-ο0.Λρα η (6)είναι ένας κλάδος παραβολής στη διεύθυνση 
του ΟχΧχ. Είναι η παραβολή του ΟΧ, µε κορυφή το 5(,.0) που 
ορίζεται - 


υγ 2 0 





Τα κοινά σηµεία δίνονται απ΄ τη λύση της εξίσωσης: 


| ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


ο μ- 


[2χτ ε1 εἡ -4 χε] όν αν κε] «-4χνΙ «λ ὀχ(χτ2)Ξ0 
αι είναι τα Αί0Οθ:1) θδί-δ,τ}) 
ν γραφικὲς παραστάσεις δίνονται απ΄το σχήμα: 








. ο. ο... α-ας ο... σ.ρῦνθ-.α- ο. - 9 όδο 


Χ -οχ-λ 
α. Για βρεθούν οι τιµές για τις οποίες η ἓ 
δέχεται ἑνα μέγιστο και ένα ελάχιστο 
- δέχεται µόνο ένα ελάχιστο 
- δεν δέχεται ούτε μέγιστο ούτε. ελάχιστο 
Ββ. Ἀα μελετηθούν οι µεταβολές της συνάρτησης που προ”- 
κύπτει για µξ-ὸ.και να γίνει η γραφική της παρἀστα- 
ση (6). 
Υγ. Να δευχτεί ότι η καμπύλη (6) είναι συμμετρική µε 
άξονα συμμετρίας την ευθείαν (4) µε εξίσωση χ5]. 
ὅ. Να δειχτεί ότι η Εεί(χ) (για µ--2) μπορεί να γραφεί: 
ἐ(χ)ΞΑ» Β ν Γ {(Α,Ώ,Γ να προσδιοριστούν). 
α. τὸ ἔραςς, ὃς, ἱγορ) 


ΣΥΝΛΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΛΓΩΓΟΙ 


-9ο0 - 


ΛΥΣηΗ 


Το πεδίο ορισμού της Εί(χ) εἶναι Όξα - ᾗ -τ και 


1 - 
είναι Ε΄ (χ)-- 0 Σ)Χ Όχν αμα 


(χἳ -2χ- 1) 


θὂι τιμές Του µ για τις οποίες η Ε(χ) έχει ἑνα µέγι- 
Οἵο και ένα ελάχιστο, είναι οι Τιμές για τις οποίες 
το τριώνυµο φ(χ (με) χὴ «εβχε1μ-2 µε διακρίνουσα 
ἣ τ-(4μΣ νἡμ-20)- - (μ-2)(άμείθ), έχει δύο δια- 
κεκριµένες ρίζες που ανήκουν στο 0, Λυτή η συνθήκη 


ικανοποιείται να 10 
τέμ«ςξ 


Για να έχει η {Ε{χ) µόνο ένα μέγιστο, πρέπει το τρι- 
ώνυμο «Φ(χ) να ανάγεται σε πρωτοβάθμµιο.Λυτό συµβαί- 
νι για µξ-ό.,Για τη τιµή αυτή του µ η συνάρτηση δέ- 
χεται ένα μέγιστο αφού να αι. μηδενίζεται 


α 
| (χ”-2χ-3] 
περνώντας απ΄τα θετικά στα αρνητικά, 


Για να µην ἔχει η ἔ(χ) άκρες τιµές πρέπει Α΄«0 
δη. τω ῃπ μφὸ 
/ 


ο 4 

Για μ.2 η ε(κ]----- και εκ). 
(χε) (χ-3) (χ -ἐχ-3) 

µε πίνακα μεταβολών 





ΣΥΠΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


.94 - 


-. 


Ἡ γραφική παράσταση: 








γ. Ἴαεῦ ν (1 -α) ------------- ο 
(2-α)(-2-α) αἱ -4 
αἲ ο. αἱ δηλ. ἔἕ (ἶ1-α)ςίί] τα) 


έ(Ί να} -------------------------- . 
(α.δ)(α-2) α -ᾱὰ 


δηλ. η χΞ-!ῖ άξων συμμετρίας 
δ. κ) -2χεΙΞ(χ) -2χ-1) «4 -(χὶ -2χ-3)-(χ-1)«(χ-1) 
άρα ϱ[χ]. κ -2χεΙ. ς (α-ξκ-θ) - (α-θοτίκ«), 
χ -2χ-3 (χ- 1) ίχς!) 


ἱ 
χε] χ-λ 


α{- 


ϕ-- 








ΣΥΙΝΛΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΛΡΛΓΩΓΟΘΟ 


-94. 





θεωρούμε την ἔ (χ} που ορίζεται απ΄το τύπο: 


Μ 


Ε(χ)- οχον(μ-2)χ- 10 µεβ και έστω (Ομ)η καμπύλη 
ἳ  ξκ- ᾽ της {μ σε ορθ. σύστημα αξόνων 


Ι. α. Να βρεθούν οι τιµές του µ, για τις οποίες η ἔμ 
είναι αύξουσα, α όλο το θ,ίαε κάθε διάστηµα που ορίζε- 
ται). 

β. Ια βρεθούν οι τιµές του µγια ἴις οποίες η ἵμ 
έχει ένα μέγιατο και ένα ελάχιστο, 

γ. ἴία δειχτεί ότι όλες οι καμπύλες (Εμ) περνούν απὀ 
ένα σταδθερὀ σηµείο Α, του οποίου να βρεθούν οι σαυντεταγ- 
μένες. 


2. Ἶἰἰα προσδιοριστεί το µ, ὦὧστε η εφαπτομένη στο Α της 
(6) να εὔαι παράλληλη µε την ευθεία µε εξίσωση 


ΥΞ- σσ . Είναι η τιµή µξὸ.α παρασταθεί γραφικά η (6) 


3. Εστω ϐΒ ένα σημείο του άξονα νόγ µε 08Β-λ και 
(Ο] παράλληλη προς τον ΧΟΧ᾽΄ που περνάει απ΄το ϐΒ. 
ία θρεθούν οι τιµές του λ για τες οποίες η ευθεία .. 


τέμνει την ({1)σε δύο σηµεία και 

Σημειώνουμε µε Β΄το σηµείο ο... ώστε 

ϐ΄μ”. ΒΜ᾽ Να υπολογιστούν συναρτήσει του λ οι 
συν[εταγµένες ἵου Β΄ .ἰία κατασκευαστεί στο ἰδιο οὐ- 


ο ο αμ αι κκ, 


ο. 


ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


-9λ- 





ζων σημείων Β΄, όταν το ὰ μεταβάλλεται, 


| 
| 
1 
! 


(8ὰςς,0,Μοηρτρε]]{ουγ). 


- -- 





“ 


| ΛΥΣήη 


Ι.α. Το πεδίο ορισμού ἢὉ της Εµχ) είναι το α-[-1, να 
Στο 0 είναι ἤις - μχὰ 14 χε 1με14 
(κ. -δχ-2)ὴ 


Άρα η ἔμ είναι αύξουσα στο ὃ αν και µόνο αν ἵχεῦ 
φ(χ) -μχ «Αχ ημεί4 Ξ- 0 η οποία ανάγεται στις 
μμ -{ὶμ ε{άμ-εσ -- ϱϐ 





µςο μ«θ 
πώ « 0 τελικά µ - 
µ «0 
ἹΓια μµ»--7 ἔχω πο 
; χ-ᾱ 


| β. Οι τιµές του µ, για τις οποίες έχω ένα μέγιστο κι 





ένα ελάχιστο είναι αυτές που εἶναι λύσεις της ανιοότητας, 
; 
(με) (1μ- 1) » 0 ή - ἕ με ΄ 
γ. Ιἱ µόνη τιµἠ του χ, για την οποία η ἵμ(χ) παίρνει 


τιµή ανεξάρτητη του µι, είναι η χΞζθ για την οποία έχω 
εμ(ο)- Ὕμεβ .Αρα όλες οι καμπύλες ((0,.)περνούν απ ᾿ 
3 


το σηµείο Αίο,χ]. 
"ἆμι 14 άρα πρέπει "μι 11. "25 ωμ.ςξ 


Ψ, Για χΞθ έχω 1 (0) - 
9 9 9 


ΣΥΠΛΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
«Π - 
Η ϱο(α) έχει πίνακα μεταβολών 


ας κ 2 1 
ΜΕ ΝΕ 
ον -ο]ιων ὁ 2 να] 








(κ) 


Η καμπύλῃ τέμνει τον ΟΧχ, στα . γ10 και την οριζόντια 
ασύμπτωτη στο τω. 
Η γραφική παράσταση είναι: 





1. θι τετµμημένες χ΄και χ των Μ᾽και Μ΄’ δίνονται απ΄ 
4 
την εξίσωση χ- 10 ολ μις 4ὀλχλ-10Ξ0 
ο σαν. 
χ -2χ-λ 
Αυτή έχει λύσή όταν λ 2 τ η λ { 2 


Για λΞὸ τα Μ΄ και Μ΄’ συμπίπτουν µε το μι{2, 2) και για 


λες . με το μο(5.1). 


"Εστω μ᾽,μ΄ ΄ και Β᾽οι ορθὲἐς προβολές των Ἡ Μ΄ και ϱ” 
πάνω στον Οχ.Αν παρατηρήσουμε τη σχέση ϱ’μ’ ΕΝ’ παρα- 

'μ' πμ 
τηρούμε ότι η τετράδα (8,8) ΜΗ Η΄} εἶνναι αρµονική.Λρα έ- 
χουμε 


ΣΥΜΝΑΡΤΗΣΕ ΙΣ -ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
αλα. 


ας φ-.ὶ 
ος ομ΄ ὔμ'' 


νει αρµονική.Αν συµμβολίσουμε µε χ την τετμηµένη ᾖἵἴουθ᾽ 





γιατί η η τετράδα (0,8 μμ } παραμέ- 








ΑΗ : . ο . ο εκ ο κ τα κτλ κ 
χ χ Χ χ χ Χ ΤΧ 
| , ον ͵ 1λ-10 
Όμως τα Χ΄εχ᾽ είναι ρίζες της (1) άρα κ χ "τη 
και χν χ΄ 5 "ελ άρα για λ40 κο. 
Ι-λ λ 
10-3λ 





Τελικά οι συντεταγμένες του ϐ είναι χ- γσλ (140) 


Για λὰΞ-0 το σηµείο Β εἶναι το µέσο του ϐ8΄Β᾽ του οποίου 

τα άκρα ϐ΄ και ϐ᾽΄ εἶναι τα κοινά σηµεία της (62)με τον 0χ. 
Το σύνολο των θέσεων των σημείων ϐΒ᾽. ) 
Μεταξύ των συντεταγμένων του Β΄ διαπαλειφής του ὰ 


παίρνω τη σχέση κχ-"-5Σ ο(γ- 0 
γ χε 1 
χά-3 


Άρα το σύνολο των σηµείων Β᾽ είναι η υπερβολή (Η): 


νι Αυτή έχει ασυμπτώτους τις ευθείες ΥΞ0 και χ--λ 
Χν3 


και περνάει απ΄τα σηµεία Α, Νι και Ημ}. Αλλά επειδἠ ιοαχύ- 
ουν οι σµνθήκες ύπαρξης των ἡ΄και Μ΄ "το σύνολο (Γ}] απο- 
τελείται απ΄ το τμήμα της υπερβολής (Η) πα το οποίο τα κ 
δεν ανήκουν στο (2,5).Στο σχήμα το σύνολο (Γ) ὑιακρίνέται. 


1. 


ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΓΟΙ 


αεοποκπκα κοα.οπποπο σος πεκακγκσε κ βπΟν τωσθκβετσυ-σκκαφεραπρτσατναςκκηρεησεοκκπεηρκαοκασειώκση τα ππκθκ κατα σΕππαασρκας (λαιαωσοσαρτεττπακκεε και ο πκακκακοακακ κακο ακασσσσκαραο ης α σπα. Οσκακοκασπκεκωαπαανπεουυπαστιοτωκοκαο-οοτκ-τκοσαταπσπωκα ανασα καπαἠκασµετενπς-τπαε-καε(Ώ) 


Δίδετῖαι η εκ) τρλος (α,β) ε ΕχΧΗβ”. 


ᾗῄα βρεθεί το πεδίο ορισμού Εἔ της συνάρτησης ϐ{ 


να βρεθεί η σχέση μεταξύ ἵων α και β, ώστε η 
ουνάρτηση Εἔ να είναι οταθερἠ αε κάθε διάὔτηµα του Ε. 
Να βρεθεί η σχέση μεταξύ των α και β, ύστε η ουνάρ- 


τηση Ε΄ (Χχ) (παράγωγος) να πληρεί την ϐΕ(χ)- ο 
(χε) 





να μελετηθούν οι µεταβολές ης Εἔ, όταν τα και β 


πληρούν τη σχέση ἵἴου ερωτήματος 1. 
(6]ὰςςθ6ς 48 ργεπἰθρὸ Α οἵ ϐ) 


ο αονραινιαννααναωρμαμικσαμαπημαωροκιωααασααστιαααααηπη(ρινιραμιακαφκῶναωκαιἠνἠσακκιωικιη οπασκαωλιικαμκηριωἠνπωκακκριναακακφόἑκαοὐνιωλκωκώρκοκειΑκκαηκαι-ᾱςἠαῤρώμκοινμώμμνινς-ωᾗ 


ΛΑ Υ Ση 
. ϱ. ) -3 | 


Η ουνάρτηση είναι σταθερή σῖα ({-ω,- ο] και (-ἲ 5 οο) 
δηλ. σε κάθε διάστηµα που περιέχεται οτο Ε, αν υπάρ- 





χει ένας: πραγµατικὀς.κ έται ώστε χεε: αχ Βικ δηλ. 
, ὀχτο 
αν αξὸκ και βξὸοκ δηλ. αν 8 
δα-2β-0 η 
ἱ αράγωγος τὴς { γιά οποιαδήποτε ἆ και { είναι 
ΕΕ ης ΣΕ 4 Ἆρα η ᾿μαίρνει τη δοθείσα µορφή 
(ΕΧε αν.  δα-2βΞ1 (1). 


Απ᾽τη σχέση (1) και το γεγονός ὁτι β/40 5 αμᾷ 


| ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕ ΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
| .ν -3]- 


ετσι έχω Εε᾽(χ) ὃ 0 ἵχεξ ΆΑραη { ο. στα 


(-αι-ῇ) ν (-Ἡ «2.Στο ε- [οἱ π ε(κ)-π-ξ- (8/0) 

ὁ - 

| Χ 
᾿Οταν λοιπόν χ-ι -- η ϱωω το όρια της Ε(χ) εὖὔαι : | 


β 


ενώ ἵα και ὦ είπι ϐΟ.Γελικά ο πίνακας μεταβολών εἶναι: 





χ 





᾿Εστω η μ.. όπου πεβ επίσης έστω 


(στ) 

(ἔπ)η καμπύλη της ἔπ σε 0ρ8. σύστημα αξόνων. 

Α. ἵ. Να μελετηθούν για τις διάφορες τιμές του οι 
μεταβολές , και η συμπεριφορά των συναρτήσεων Επίκ) στα 
άκρα του πεδίου ορισμοὺὐ τους.(θεωρείστε πέθ, πεθ καιπ}2 0) 

2, Να δειχτεἰ ότι για Υπεβ" η ευθεία µε εξίσωση 
γΞχαεδπι εἶναι αούμπτωτη της (Επ) 

1. ᾿Εστω Μ το σηµείο της((έπ) του οποίου η τετµη- 
µένη Χ πληρεί την ᾖ{Γ)π(χ)-0,Να μελετηθεί το σύνολο (Ε) 
των σημείων Μ, όταν το μεταβάλλεται .Ννα δοθεί η εξί- 
σωση που παριστά τα σηµεία ΜΗ. 

4. Να διεχτεί ότι για πεΒβ" οι καμπύλες (6π) 


και(ζ-π) εἶναι συμμετρικές ως προς την αρχή 0, των αξόνων. 


ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
.93- 


5. ἴία βρέθούν οι αυντεζαγμένεὲς ἴων αημείων τομής 
των (6π] μὲ τις ευδείες γΞχτὅπ καὶ ΥΞχ 
ϐ. Ἱ. ἴία χαραχτεί η (ει) (καμπύλη της Γι). 
2. ἰἰα υπολογιστούν οι πραγματικοί αριθμοί α,β, 


γ, και ὃ έτσι ώοτε νχερ- 1) Ε (κ) τοχτβε---- 3 ὀ ἐ 
Χχεί (κ) 


3. [ία βρεθεί το εμβαδόν του επιπἑἐδου που αποτε- 


λείται απ τα σημεία ΙΜ(χ και Υ) που πληρούν τις 
έχε χε2 « γς έ(χὶ 





(θαςς 0, Απἱεης) 


 Ἱ τς η 


Α. ἵ. Το πεδίο ορισμαύ της ἔπ ειναι ο, 


ἂν Π5Ό τότε ΠΏοΞβ" και η Γα(χ)τἌσχ ότε η {ο 
ξύναι η εωθεία γΞχ που περνάει Σ απ την αρχή των 


αξόνων.Το 0Ο ὅεν ανήκουν την εωθεία εκτός αν υωρίσου- 
µε Τη νεου [ο(ί0)-0 1 
κ 
ι (κ-) 


χ30 και χΣ12πῃπ ενώ για τις άλλες τιµές του ῃπ , ἔχει το 


Αυτή μηδενίζεται για 


ρόσημο ἴου γινομένου {(κ-λη} (χι) πράγμα ἸἹου µας υπο” 
χρεώνει να θεωρήσουμε τις περιπτύσεις π 0 και 20. 


.. Αν π«θ 
ἑ π(κὴ»λ 0 5 χ ς ὃὓη ἡ χΧ 2» | 
και Επίκ) ς ϐ 5ο Ἰπέόςχάέη 
.Αν πὸὂ0 


ΣΥΠΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΟΓΩΓΟΙ 
-9) - 


ἔ πχ) 20 5 χέη η χ ὸ» ὁ3π 


εα(χκέ 0 3 π  χς 3Π 
5 ϱϱ αν πό ϐ 


Επίσης ία εκ) 93 αν π}) ϐ 


Χ-ν [ 
και αν γράψουμε Επ (χ) τ-----σπ-ι έχουµε Ἱἱίπ ἑπίχὶ-- 
(! - -) 


πο - ο 


και Ἱ {ή Ειίχ)λ ενω 


Χ νο 
"Αρα οι μεταβολές των ἔπ δ(ίδανται απ΄τοιυς παρακάτω πί- 
ανακες. [ῃ 0 





δ, θα μελετήσουμε το ὁριο ΓΕΠ(χ)- (χε 2) όταν το χι. 


ξίναι Ε(Χχ «(χε 2) «Χ (κ 2) (κ-η} 5 





ι (χι) 
α πχ 2) 1, (χ-π] τῃι ες. . πι άρα 
(χι) (χ-ι)ὴ χ-ωπ (χι) 


} {πι [εί κ) - (κ. 21):0 άρα η Υγξχεὸπ εἶναι αούμπτωτος 


χι - 09 της ἔπ 


ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΛΡΑΓΩΓΟΙ 
-Ι00- 


1. Εκτὀς το 0, το µοναδικὀ σηµείο Μ της {Ππ για 
το οποίο 6π(χ)-0 εἶναι το σηµείο µε συνεταγμένες 





Χχ, Ξπ γ «ξτἢ μεταξύ των οποίων υπάρχει η σχέση 
Υ ΜΞ σ Άρα το ζητούμενο σύνολο Ε είναι η ευθεία 


µε εξίσωση νὰ εκτός του 0 αφού πα” 


4. χουμε για χέΣπ 


1 
3 πμ χΧ , αυτή η ισότης δείχ- 
οκ]. χ ἀρα Ἱ-πί-χ) σα 


(χ επι) (χ-πι) 


χει ότι οι (Γη) και (6Ε-π) είναι συμµετρικές ως προς 0. 





5. Το ζητούμενα σηµεία είναι οἱ ρίζες της εξίσωσης 
ΕΧ)-(χ«2Π]-Ξ0 ἆ Ίχ--ο «9 χ-ν 


Ἡ καμπύλη λοιπόν (Επ) και η ευθεία Υ «χεδπ (πλάγια ασύμ- 


πτωτη της ((π) ἔχουν ένα µόνο κοινό σηµείο το ο . νν) 
Τα κοινἁἀ σηµεία της {επι και της ν ΞΧ δίνονται απ΄τη 
, ) ι 
λυσης της χ - ε3 χ (χὲ-(κ- η ] Ξ0ΟΕΟΠΧχ(ὀχ-π]-θ 65) 
(χ-π) χο ἡ χο 


Τα κοινἀ σηµεία λοιπόν είναι το 0 και το ώ ") 


Απ το ερώτημα Λ2 ἑἔχω 





την ἔκφραση για την 
έῃ (χ) (χεζι) .Οέτοντας 


ΣΥΝΑΡΤΙΙΣΕΙΣ «ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


-401- 


- - { 3 3 Μ | Ξ)λ{ δχγν ας μμ 
Γι 5] έχω υίχ) (χε2) χ-ἵ χ-Τ) [ {χ) χΧτό χ! Γκ] 


μ είναι ο ζητούμµενος τύπος για αξί βξ2 γΥ-Ξ-1,2-Ξ] 
| 


3. Το ζητούμενο εμβαδόν είναι; 
| 6 


| μον 4 
...» (κ) (κκ 2)] ἂνς { . ο ]ω- 





(χ-Ι 





“ 


ἐ Χ- 
- 
ο 
α ζετραγωνικές μονά- 
: δες. 


[α1ος (χ-!) - 
(χ-ἰ 





΄Εστω Ε το σύνολο των συναρτήσεων µε τύπο 


Ε(χ) -4Χ3Β ὅπου α,β εβ 
| ὅχιελ 


Ἱ. Να δειχτεί ότι όλες οι ἔ , και οι παράγωγοι 
υς έχουν το (δω πεδίο ορισμού Ε. 
2. Ονομάζουμε ἃ το σύνολο των συναρτήἠσέων ἵ, που 
(ναι σταθερὲἐς σε κάθε διάστηµα του Ε.ῆΠοιά σχέση µετα- 
ύ των α και β, χαρακτηρίζει τα στοιχεία του ϐ 
3. ἡἔα γίνει η γραωική παράσταση ενός στοιχείου του αᾶ, 










(6]ὰςςοδς 4ὸδ ργεπἱίδγὸ Α αἴ ϐ) σα 





| ΔΥ Σ η 
| .. Το πεδίο ορισμού ἵων {/(χ) είναι ἕΕ-κ- ζ- :{ 
2 


ΣΥΠΛΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


-16λ- 


31-2β 
(ὁχ.3) 


Είναι Εε(χ)- άρα το πεδίο ορισμού ἵων Ε᾽(χ) 


1 
είναι το Εξ. 


2. Ἡ αυνάρτηση είναι σταθερή σε ἑνα διάστηµα, αν η 
παράγωγος του εἶναι μηδέν, σ᾽αυτό, Δηλ, Εἔ᾽(χ)]Ξ0 ὁὃ» Ία-2βΞ0 
3. Μια συνάρτηση απ᾿ το]σύναλο σ , Χαρακτηρίζεται απ᾿ 
την βΞ3 α.Αρα η Είχ)]ΞΧΖ α αᾱ (2χι}] α 
2 χιλ ο σδ Τὸοχς1Ἡ] ὃοδὁ 


Δηλ. η γραφική της παράσταση εἶναι η ευθεία 


ω 


ν5 εκτός του σημείου της µε τετµμηµένη χξ- 5 


11.. | 
Ί. α. ἰα βρεθούν τα όρια όταν χ -»0 του 
χ]οφ|χ] και του κά 1ος | χ) 


β. ΌὈμοίως } {π α-- Ί 
Κ- 0 


κ 
1 
χ]ος [χ]. 4 
Ν, Ομοίως ... ---.. ” ;οα κ χ 20 
2. ᾿Εατω η αυνάρτηση «. {(χ)- ἱ χΞθ 
Είναι συνοῄς στο 0: Είναι παραγωγίσιµη στο 0; 
ἷα γίνει η γραφική της παράσταση, 


(θαςςα ]αυγθᾶῖ, σοι ψἱθι - ιαπ) 
ο ----ᾱ-------μ--ᾱ--α ο ------------- 


Λ Υ Σ ἩΗ 
Ἱ. αᾱ. θΟέτω το και ψάχνω’ το όριο του ἅ ο «ο 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


Ι 2102 - 
' 1 


κ ]οαχΧ .Καθώς 1ος ἅ 


. []-- 
ο αμσεπήης χ1οφ[χ 


χ 
μμ ερ ἔνουμε ότι Ἱἶπ χ]ος ]ἰχΙ -0- }ἶπ χ]οος [χ[ςθν 
| χ- ϱ κ-νθ 
ν χ; 1ος ἱχ] «κ. κ]οςφ]χ! άρα ἹΠίπ χὶ 1ος Ἰχ] «0. 
| χα 0 


. Το όριο αυτό, εἶναι εξ ορισμού η παράγωγος 


κ ατο χΞ0 που Είναι το Ι για την οχ 199 ΙΧ! 





: 8 . Χ 
τω κ Ἰοᾳ]χίκ και θεωρούμε µε την ισότητα 
χ” Του ]χἰ κ κ | 
“1 86 -ἶ .κ ὁ -ἰ.,. 
: ὅσα ο Ἡ ππ  χ1ος]ὰ] 


"οταν το χ--» 0 εχουμε απ΄το α΄ ερώτημα ότι η κχ]ουφ]|χὶ 
ει ατο 0 µε το πρόσημο του -χ, και το κ τείνει στο ο, 
| Άρα σύμφωνα µε το προηγούμενο ὁόριο 


Ἱίπ ϱ, νους πω]. 


«το πρόσημο του-χ. ' χ ϐ Χ 

| Ζ. Όταν χ -» 0 το κ Ἰοη[χ] τείνει το ϐ- Αρα χὶ Ἰοή 

| «{(0) ἁρα η Εἔ εἶναι συνεχής στο χΞ0. ῷ .« 
χὰ 1ος! γ! 

. Επίσης το όριο του {ίχ)-{ε(0) ο Ἡ ὅταν κ -, 


χ Χ 
ρχει και ειναι 0. Ἆρα η {είναι παραγωγίσιµη στο 0 και 


αι ε(0)-0, ὗ 
Για την γραφικὴ Ἱπαράσταση είναι Ε΄ (χ)Ξχαύ νοὪ ΙΧ 21ος). ἢ 


που μηδενίζεται 
χρ”6 ὢ0,6. 0 πίνακας μεταβολών είναι ο ακόλουθος 
0 0,6 Ἱ-σο 





ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΛΓΗΓΟΙ 


«Ἰπη- 


καμπύλη εἶναι κλάδος παραβολής στα θετικά του θΟχ. 





' λ οχ 
ἔσιωη Πχ). ἐκ ὀχκα κ 
.. Αν ἄναι γνωατό ότι το όταν Χχ--οεω να βρεθεί 
το όριο του ϱἳ όταν κχ-ιοω εἶα βρεθούν τα όρια κε και 
α. κ ... 
χ΄ 8 όταν χ--; -νο 
2. ἰα γίνει η γραφική παράσταση (Γ}) της ουνάρτησης ἕἐ 
Να βρεθούν τα όρια της Ε(χ) όταν χ -- Ξ οο 
Ομοίως της σα) όταν Χ --ν ἕω «Να δείξετε ότι η 


συνάρτηση παἰρνεί.µια μέγιστη τιµή στο διάστηµα (-ω,θ] 
ία υΠολογιατεί αυτό το μέγιστο. 


1. ία βρεθεί µια αρχική Εἔ της συνάρτησης ἕ 


(θαςςα]αυγθαί ϐ, Βογάθαχ}] 





ΛΥσΣ η . ὧν 
Χ 
{.. δρα τα ς θέτω χ-οῖι Κι έχω 6. νεα 


ΣΥΙΑΡΙΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΛΓΩΓΟΙ 





-(0ος- 
οι: 
π1(χ- ὡς «Αρα. πι α ο) λα ο (ρτεο. μασὰ., 
ὅριο του κ. ο. Ἐδέτω χ.-ι 
Ἱΐπ χε” «){π (-ἶθ Ὦ ο α ε ῃ οἵ 
χ-ν. το ον "ι αφού τ- «δώ; μὲ 


ο του χζ.εὖ θέτω 


.-δι 
ο τί κξ οἳ Εν 4ἳ ας ωήμήη ος ας 


- ι « ε . 8 
δ. Πεδίο ορισμού είναι το ({-ο0ο0). ξίναι Ε (χ)ς(κ-1)(20χ«1) 


ο, Ἡ εκ) γράφεται : (κ) -κ{2-9)ε) Αρα 


Γἰπ[(κ)Ο  µ. µε τη βοήθεια του 1) και Πἰπί(κ) ει -σ (ομοίως) 


0Ο πίνακας μεταβολών λοιπόν εἶαι: 





Πλάγιες ασύμπτωτες δεν έχουµε αφού --- .. 
ΗἩ καμπύλη (Γ}) είναι: 


ον - ϕ 0 


Για χ-- : έχουµε µέγι- 
στη τιµή την ” κ. ο. 
8 


| 


[ 
Ρατ ασ-α--μμ-αν- απασα-απρσυναραασσε- σαν καὐσοανα--ασααἲ- αμα αᾷο- ο. οκακκᾷνο- οακαφασασ αφ -αασιφασαο--------ρᾱ------ο-------αων---ᾱ-----ᾱ-- νο ασακαμμασσασα οσασωναρα0- συν ον-μ-μ--μα αμα ρν ιν σο ο σινασσμ µε σπα ααννιειιιιμνασασικομσανο 








1}. ια αρχική της Ε είναι ΕξΞξίο 7 «Ίχε]) ο ες 
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46. 


᾿Εσίζω Ἠη ουνάρτηση: 


ει ἐκ)τµίμ- κ μεκτ]. µε ἩΗ καμπύλη που αντι- 
στοιχεί στην ἓμ θα συμβολίζεται µε (6 μ) 

Ἱ. ία σχεδιαστούὐν οι καμπύλες ζο,6 
διοριστεί η τοµή τους. 

2. Ἶἴα δειχτεί ότι οι καμπύλες (0μ] έχουν α͵ά᾿ δύο 
ἑνα σηµείο επαφἠς το οποίο να προσδιοριστεί, 

3, 


Ι Καὶ να προασ- 


Ἶα γένει η γραφική παράσταση Ε της α(Χχ)5 


Ξ-ᾱ (χε) ν (χττ) 

4. ἵἰα μελετηθεί η τοµἠή της (6) και της (Ε) .Ιία 
δειχτεί ότι, εκώς απὀ µια εξαίρεση, οι καμπύλες (6) 
ἑφάπτοντῖαι της (Ε} α ένα σηµείο Βμµ του οποίου να 
υπολογιατεί η τετµηµένη συναρτήσει του µ. 

5. Ιακαθοριστούν οι συντεταγμένες των 8ο και δι. 


-- 3 (Ε14ςςες 4 ϱΓεμ]θγθος ϱ,ῇ,Ε) 


΄ 
. 


Λ Υ Σα 


Ἱ.  Ἔχουμε Ἠχεβ Εο(χ) «κεί. Η (6ο) λοιπὀν είναι η᾽ 
ευθεία ΥΞχΣ{1. Επίαης Η(χ)Ξ-κνχεῖ χὲέβ “(6 παραβολή 
µε τα κοίλα κάτω.θι τετμημµένες των σηµείων ταµής τους 
δίδονται απ΄τη λύση της πως  πιαρθητες λοιπόν εὖὐ- 
κολα ότι η({ζολείναι εφαπτόμενη της (6) στο οηµείο Α(06,1}) 
και (ζο) (ει) Ξ ᾗ αὖ 


ΣΥΠΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 


-4Ὁ]- 


ὃ. Σύμφωνα µε τα προηγούμενα πρέπει να δείζουιε ότι 
κάθε καμπύλη(εμπεριέχει το Α, και εφάπτεται της(20) στο 
σηµείο αυτό. [ότε όλες ανά δύο θα εφάπτονται στο Α. 
Πρέπει λοιπόν ᾖ{μ(0)5Ξ{-Ξ ἔοί!) Αλλά αυτό ιοχύει.ξἒτσι 
ψμ6 ΞΑε(μ) Επίσης έχουµε Εμ (κ) 5 ὁἡμµίμτ {κ -Σμχτ] 
και Εμίθ)515Εὸ(0) δηλ. η(ζ6ο)είναι εφαπτόμενη πς 
(6Ν) στο Α. 


Ἰ. χουμε Ἱἱίπ ᾳ 5τω Γἶπ Ξ-οο 
- ο ν οὐ 
, 0 4 
Επίσης ο (χ)Ξ5- α(2χτάχ-32) 
4 
Εἶναι ϱ΄ (κ) οφ κ: Ὁ πίνακας μεταβολής της 9 


-0- {3 «ΕΥΠ 
πα 






«σον 19-14 14 Α΄ Ι0ς1ὰ 13 
ο μα 53 








Η(Ε) φαίνεται στο παρακάζω σχήμα. 
4. ἾΎἵα κοινά σηµεια (οι τειμηµένες τους) ἵων (6μ) και της 
(Ε} δίδονται απ την εξίσωση: 


4 
-ᾱ (χε) 3 (Χ. 1) εμχ” [ιμ-1οκ-1) εχε]. γράφεται 


χ [Γαμίμ- ο -4μχ- (χε!) ] 50 η τελικά 


1 
Χ ((2μ-1χ-] ε0 Οι λύσεις εἶναι 


χΧΞ0 και για μ/] χΞ-Ἱ-- 
ὁμ-] 


Το αύνολο (0μ)4(Ε) αποτελείται απ᾿τα σηµεία Αί(0:1) 


ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕ ΙΣ-ΠΛΡΛΓΩΓΟΙ 








-(0ὲ - 
και για μέ] το σηµείο ἒ( ο  {ί ) 
δἓµ- ἰ ὃἓμ- ] 

] τὰ 1 
ἔχουμε 6 ΄ (---------- σποτ 

ὃμ- (ἐμ- 1} 

| Ἰμῖ -δμιν | 
(πίσης { ων μμ σα. Αρα οι (ἔμ)και Π(Ε) είναι 
ἔμτὶ (ἐμτ1) εφαπτόµενες στο ἢἂμ. 

Μόνο η καμπύλη ο Ἱ κάνει εἴαίρεση 


5. Για μ.ῦ το στ" άρα Βρ(4.0) 


για μΞ] ] 
.” 


Ξἱ ἀρα το Βῃ{1. 1) 
ὺ 6ν 


Α 





17. 





ηχνοχ- 1 
(κ 


Ί. Να μελετηθούν οι μεταβλά της. 


᾿Εσζω η συνάρτηση ἍᾖϱΕΧχ)ςΞ 


ἱ 

| 104 - αἱ 

| 2. Να χαραχτεί η καμπύλη της ϐ 

| 1. Από σηµείο Α της καμπύλης(6ς) µε τειμημένη -] 
έρουμε την ευθεία (0) µε συντελεστή κατεύθυνσης μµ.Ποιά 


ἱίναι η εξίσωση αυτής της ευθείας; Διερευνήστε το πλήθος 
ων κοινών σημείων των (6)και(0) για τις διάφορες τιµές 


1ου µ. 
Αν µξ-ῖ να βρεθούν οι συντεταγμένες των αηµείων τοµής 


ω. δὐο γραμμών.τΤι παρατηρείύτες 


ραγίία όυω Ὀὰςς,.β,ζὁἑηῖγὸ 4 θµμεγὸ-πὸν) 


- ----- -- - --- ο 








ΑΛ Υ Ση 


ε (κ) -- κ που μηδενίζεται για χκ5Ξθ και αλλάζει 
(χ- 1) 
ρόσημο στο 0 και στο !.Επίσης Ἱἰπι αι. 


δι ὁ ἱ 
και Πϊπ ΕίχΧ)” κ. 31Σ:ΧΣ.1 ἍἎΆἎρα έχω τον παρακάτω πίνακα 
Χ “ ο Χ- ϱ 


Γ΄. 1. Πεδίο οριομού ἢ ΞΛ-{Ι{Σ᾽αυτό είναι 
| 


3 ' 
(1-σ) μεταβολών 





καμπύλη (0) ιέμνει τον χ χοια Α και { µι ιτ ιμημίένη 
{και : αντίστοιχα, και την οριζόντια ασὐμπτωτότης ΥΞ2 


στο σηµείο µε τετµηµένη χΧχΞὶ που είναι ρίζα της 


3 
-ὰ ΥΕΝ 4 Τα (θὰ νς) σηµείο καμπής, 
(χ- 


ΣΥΙΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΛΓΩΓΟΙ 
9 - 


Τελικά η καμπύλη (606) είναι η ακόλουθη; 


Κατ.ασύὐμπίωτη; χς] 





1. Το ΛΞ(-Ι,0) και α(9) : γ-µ(χ» 1) 
Το ζητούμενο πλήθος των σηµείων προκύπτει απ΄τη λύση 
ο. μα μας 
τη | 
ο (χν])όχ- ἳ) -μίχε)έχ-ἳ) 50 
εν (χε) Γὸχ-ἵ-μίχ-1)] -ο 
µε µία ρίζα χΞ-Ι που ὄίνει το σηµείο Α και την 
μίχ- 1) «1χΙΞ0 εν μχ]-(2μν1)χεμνΙ-0 
µε διακρίνουσα ἂ-(2μι 1) -ἡμίμε!) -Βμιο απ ὁὀπου.: 


για 9 δεν έχουμε λύσεις 
µμς-ᾳ 


για ο. ο πω ο... ο] 
μ5-Δ µια διπλή λύση χ΄Ξχ Τ 


ο μλ-ᾗ δύο λύσεις ο αν Αα, ο... 
2μ ὂμµ 
Τελικά το συμπέρασμα για τα κοινά σηµεία εἶναι: 
για μ ς-π το μοναδικό κοινὀὸ σηµείο το Α. 


| ΣΥΙΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
η. 


για μ:-ᾷ έχουµε το Α και το (-πιἲ) σηµείο επαφἠς 
των (0). (6) 
για ν}-ᾗ έχουµε τρία κοινά σηµεία το Α και τα 
ΜΙἩ2ρ µε συντεταγμένες αντίστοιχα τις (χα νμίχν κε ) και 
(κ2νμίΧ2ν η) | 
Για µ--{ έχω χι" ἶ και χο50, και το σηµείο ἄν συµ- 
 πτίπτει µε το Α και συνεχώς η (0) εφάπτεται της (6) στο Α. 
Το μ, Είναι σηµείο της (6)το (0,-1)}) 


18. 





΄᾿ἔστω οι συναρτήσεις 


ε(χ) Έχεξ- και ο(χ)Ξχεδε 
Χ9 1 χε ἰ 








'. Γράψτε τον πίνακα μεταβολών των δύο συναρτήσεων, 
2. Δείξτε ότι οι δύο συναρτήσεις έχουν για ασύμπτω- 
το την ευθεία γΥΞχ2 
| 1. Ὁμοίως οι δύο συναρτήσεις (καμπύλες) έχουν το ση- 
μέίο (-{, 1) κέντρο συμμετρίας. 
4. ὙἈα υπολογιστεί το σηµείο της καμπύλης της {ἔίχ) 
στο οποίο η εφαπτομένη της είναι παράλληλη προς την ΥΣςζκ 


(Ραγ{ίθ ὁι Βᾶςς. Ὁ. Μοπίρο] ]{άγ). 


ΣΥΙΙΑΡ ΠΗΣΕ ΙΣ-ΠΑΡΑΓΓΟΙ 
-τ{ι1- 


ΛΥΣΗ 
' ο ως. 1 
..  ἐτ Όρ«Α- [1 µε Εχ) 5, «0 νχεῦ, 
(χε 





Επίσης Ἱῖπτπ ᾖ{[Γίχ)Ξ1Τοο Ἱ τη Γίχ)5τ οὐ 


πο. κ. 


Ν 4: Ό.Α-{-ἠ νε α΄ (κ) ΣΗ, 


Επίσης Ἱἰπ α(χ) 555 ἹΠίπ θ(χ)-5-ο ϱι πίνακες είναι 


ἅ ο Το Χν- 1” 





4 Είναι 
)ίπ Εικ) τ(αν2)] 5] {πι (α(κ) -(κ«2)] Ξ0 αφού Ἱϊπ 


Χ -ν "ω Χ --α τω 


... 
χε [ 
3. Αν γράψω τις συναρτήσεις σε νέο οὔύὐστημα αξόνων 
χΟψΨῄμεχ ι { Ξκ τότε γίνονται: 
ο ᾱ -- γε] 

γ Ι - Ντ Εν) Χχ τ 4µ{Χ) Χτγ 
και είναι περιττέὲς. Αρα οι καμπύλες τους έχουν την αρχἡ 
ζων αξόνων, που τώρα είναι το (-],1) σαν κέντρο αυµµετρίας. 


4. Οι τειµηµένες ἵων ζητουµένων σηµείων εἶναι οι λύσεις 


της εξίσωσης ἕ (χ)52 5 νι στ 5 


(χε! 1-0 εν χίχεξ]-0 5 χ-θ και χς-2 
Στο κΞθ, ενώ στο χ--ὸ το αηµείο ϐΒ(ί-δ,ἱ} και η εφαπτόὸ- 


ΣΥΙιΑΡΙΗΣΕΙΣ-ΠΑΙΡΑΓΩΓΟΙ 
| -1)- 


ενη Υγ-ἰςξὸχ, ενώ στο χ:--2δ το σηµείο βί-2,1)]και η 
φαπτόμὲένη ατΤ52(χε2) 


44. 





| Α. | Να ὅδειχτεί ότι η ποσότητα «κ εἶναι 
ετική αν χ ) ἱ και αρνητικἠ αν χ ές -ὶ 
2. Να βρεθοήώ τα ὁὀρια των παραστάσεων: 






1 

χ-ὶ ουχ όταν Χ --ν νο 
{ 

(οι Σχ όταν Χ ---ν «ο 


κ . 


ερα Σχ "εκ ότον  --- «ο 





είξτε ότι το Ίχκ-Ι «χ τείνει οτο 0 όταν κ --ν --ο. 
ια βρεθούν τα όρια της χτ «χΧ. όταν χ--- το 
Χ-ὶ 
ϱ. ""εστω.η συνάρτηση Υγ5χ. Ν χμ! 


Ἱ. Να μελετηθούν οι μεταβολές της (πεδίο ορισμού, µονο- 
ονία, συμπεριφορά στα ου], 

2. Ἶα γίνει η-γραφική της παράσταση {(γ) 
ία ὄδειχτεί οτι ὀέχεται δύο ασασυμπτώτους µε εζιούσεις 
Υγ50 και ΥΞ2χ 
Ἱ ᾶν Γνα κάθε σηµείο Μία,β]της (Υ) ορίζουμε το συμμὲ- 
[ρι κό του Μι (Χη9Υ() ως προς την αρχή των αξόνων, 
ζανὰς η καμπύλη. (ών) που εἶναι ο Υ. τόπος των μι. 
ία ὄειχτεί ότι η καμπύλη (Γ} που αποτελείται απ ην (Ἠ) 
ίαι την (ν 1), Παριστάνει το σύνολο ἵων οημείων που οι 
ι 


ΣΥΝΛΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΛΡΛΓΩΓΟΙ 
-ηλ4- 


συντεταγμένες τους πληρούν τη οχέση, 
 ὰ -- 
(Υ κ) κ 0 
{θαςς. ΜΔῖπει ΑπιΙ]ΙΙος οἵ 0ιγάῃ6.) 


-----Ὁσρ”σπωπσσασν σσ ον οσον '-. αν νο... ο ο ο οφ νον οσο αρθρα πμ νο μυ πσοον ϱυνσσις σσ 


ΛΥ Ση 


Α. Ἱ. Ἡ ποσοτητα ορίζεται για όλα τα χεβ εκτὀὸς 
των -ἳἵ έακ «] 
Για χ  { είναι ἀθροισµα θετικών ποσοτήτων ἀρα 
θετική «Για χς-ἰ θέτοντας Ίχ])-α γράφεται 
αἲ! -α ἡ ἵα-Ι -α ἡ (α-")-α-ῖ 
] γαι ὶ τα γαιι λα 
Ο παρανοµαστής όντας θετικός το κλάσμα εἰίναι αρνη- 
τικό. 
2. Το πρὠτο όριο εἶναι το ο {απλόλ]. 


Το κλάσμα ἔβΙΤ νχ Σχ κ γπιάννκς νι σι αφού χ ὃ Ι. 


άρα ἵο ζητούμενα ον είναι το δ. 
Για το τρύτο όριο έχουμε 


Πε -ι «Χ) 2) - κ - --χ ν στ νι και αφού 


ο πἀαρανομαστής τείνει στο «ο, το κλάσμα τείνει στο, 


Για το ] ίἱπ .μα «χ) θέτοντας |χ] -α ἐέχω 


Χο -ω 


} ἐπ ( γοἳ- ι -α)Ξ- απ τὰ προηγούμενα -Ξ0. 


6 ει «Ὁ 


| ΣΥΠΗΛΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΛΡΑΓΩΓΟΙ 


αν Χ --άσ γράφεται 








Αντίστοιχα όταν χΧ -» --ο η παράσταση -- ο. 


6. Είναιγ 7 ὁ-Ἱρ--------- Απ΄τα προηγούμενα έχουμε 
χλ-ι 


ότι η παράγωγος είναι θετικἠ για κ Χὃ {ἵ και αρνητικἡ 


για Χς-. 
0 πίνακας μεταβολών είναι: 


Η γραφική 
παράσταση: 





Για τις ασυμπτώτους: η ΥΞ0 
προφανύὺς. Είναι ἳ έ(κῇὃ -2χ] Ξ 


χο οὉ 
απ την προηγούμενη μελέτη. 


Άρα η ΥΞὸ2χ ασύμπτωτος. 

Ἱ. Η καμπύλη (Υ) και η συµ- 

μετρική της (Υγ ὡς προς τοῦ, 
έχουν σχεδιαστεί στη γραφική 

παράσταση, µε ουνεχή και δια- 
κεκοµένη γραμμή αντίσουιχα, 


ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓ(ΩΓΟΙ 
"υ - 


Αν Μία.) είναι ένα οηµείο της (γ}) τότε ιοχύει 
ῄξαις α-ί .Οι συντεταγμένες του Μι; εἶναι Χι--α και 
γι”.β, και απ΄ τον την προηγούμενη σχέση, προκύπτει 
να ἵα ΧεΥ {| 


π ”-- σι" Ιχ1τ] 
θὂι εξιαώσεις λοιπόν Των (γ) και (νι) ἐίναι αντίστοιχα: 


ντα γι και ο Υπκ-ἴχτι 


Άρα η καμπύλη (Γ} που αποτελείται απ΄το σύνολο των (Υ) 
κὰι (νι) είναι η (έχει εξίσωση): 


ρη ζνη 4 
(ν-κ- κι) (Υ κε Ἰκ- το ἡ (Υ -κ) - (κ 1) -0 ος δ 
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Α Λ Υ Τ Α θ{ί η Α Τ Α 


| 4. Δίνεται η συνάρτηση ἑ(χ) τχ” - ΙΧ] -2 


!Ι. Να δειχτεί ότι ὅεν είναι παραγωγίσιµη οτο ϐ. 
2. Δἂα παρασταθεί γραφικά 


(6]ὰςςδς ἆἀά ργόπ{ὁγὸ Α,θ,6) 


-δχε | 


. Δίνεται η ἄχ) -----ἕ--- 


χιτ 3 
. να βρεθεί το πεδίο ορισμού της 
2. Να γίνει ο πίνακας μεταβολών της και να κχαρακτεί 
η γραφικἡ ης παράσταση, 
1. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης ης καμπύλης 
στο σηµείο µε τετμηµένη Χο-0θ 


Βαςς. Α, Μοηιρθ]]ἱοὁν). 
(Αιάντηση 3ου: ντ -θχ.Ἠ) 


4. 'Εστω οι συναρτήσεις εν (κ) τμχ) εκ) εχ-4 μεβ 
Να υπολογιστεί το µ, για το οποίο η εξίσωση ζυμ.Χ)50 
έχει δύο αντίθετες ρίζες.Να μελετηθεί στη συνέχεια η 

εμέχ), για τη τιµή ἵἴου µ, που βρέθηκε, και να γίνει 
η γραφική της παράσταση. 


(6]ὰςςες ἀ4θ ργεπἰογὲ {ζ,0,Ε). 
(Απάντηση: ᾿Εστω α και -α οι αντίθετες ρίζες.Πρέπει 
((α)ε[(-α]Ξθ 52 α-δ - ιν. μξ-]) 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΛΡΑΓΟΩΓΟΙ 
Το - 


4. Ἱ. Επαληθέψτε την (δε λα ἐχο κε οκ χε 
2, ᾿ξοϊτω η συνάρτηση Υ -{(χ) «κ 1χε2. Μελετήστε τις µε- 
ταβολές της και χαράξτε τη γραρική της παράσταση (6) 
Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της {6) οτο σηµείο 
(0.2) και να χαραχτεί η εφαπτομένη αυτή. 
ἴα βρεθούν οι τετµηµένες των σημείων τοµής της (0) 
και του άξονα χ΄χ. 


(θαςςἀ]αμγθαῖ Α, ἰ ἑποφςς) 


(Απάντηση:ξΕξ. εφαπτ. Υ --Ίχνο. Τέμνει τον χ΄χ στο (-δ,0) και 
τον εφάπτεται στο (1,0). 


5. ἴστω η ΕΧ)Ξχ. υχ 

.. [ία γίνει η γραφική της παράσταση {ί]και να βρε- 
θεί ο συντελεστής κατευθύνσεως της εφαπτομένης της στο 
χΞθ, 

2. Έστυ Δ4(χ]-κ.ο6  Ανί6΄) εἶναι η καμπύλη της οί χ), 
τι σχέση έχει µε την 6: 

| ' 
(θαςς. Α, 0(]θά4πς-Τουις) 


(Απάντηση: Οι(6)και(Ε΄) εἶναι συµµετρικές ως προς το 0) 


Για Α’' Δέσμη 
6. ἔστω η σχέση :γ1 -λὰ. (λε1)}κχ- 1-0 λεβ 
Ί. "ία εξετάσετε για τις διάφορες τιµές του λ 
το είδος ἵἴων καμπύλων που παριστά η αχέση αυτή, σε ορθ. 
άξονες. 


ΣΥΠΝΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
Η1 - 


ὁ. ἴα δοθούν οι αυντεταγμένες των κέντρων συμμετρίας 
ἵῖων καμπύλων σε κάθε περίπτωση, καθώς και οι εξισωόεις 
των ασυμπτώτων τους. 


(θαςς. 0 οἳ Ε, Ὀάκαν) 
(Απάντηση: Αν λ « 0 παριστά υπέρβολή, αν ὰἃ ὃ 0 ἑλλειψῃ..) 


3 
6. ᾿Εστω οι’ συναρτήσεις Εμιχ) στ” .. 
χ 


Συμβολίζουµε µε {6μ) τις καμπύλες την ἵμιχ] σε ορθ. 
σύστημα. 

Ι. Να υπολογιστεί η παράγωγος ἵἹ μίχ) 

2. Να μελετηθούν οι συναρτήσεις Γι και Γο και 
να δειχτεί ότι οι καμπύλες {ῃ και {9 εφάπτονται σ᾿ 
ένα σηµείο Α το οποίο να καθοριστεί.ἰία παρασταθούν 
γραφικά οι δύο συναρτήσεες,, ο πο τή ο νο. 

1. Να δέιξετε ότι για οποιοδήποτε µ, η {Εμ) 
εφάπτεται στο Α την ἔι. 

4. Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά η ς 
σε σύστημα διαφορετικό απ΄το προηγούμενο. 

Να βρεθεί μια” Ἁλάντα -αθύηπιτωσας. και κέωια.. Κέντρο. 


συμμετρίας για την νε.» ο πο 


ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕ ΙΣ -ΠΛΡΑΓΩΓΟΙ 
-1σά- 


5. Όλες οι καμπύλες (6) έχουν κέντρο συμμετρίας; 


(6]ὰ4ς56ς 4ὲδ ργθπίθγςα 60,6) 


(Απάντηση: 1.«ῦύλες οι (1) περιέχουν το Αίο,-Ι) .Αφ ετέρου 
(0) τμ (0) 51 οες 
6. {αι το ςΞ({,ο(μ-ι) }) ) 


(ἐκ ττ){2χ:1) 
4(χ- Ίχ- 11) 


Απλοποιείστὲ τον τύπο της:(εξαγωγἠ απόλυτου} 


7. ᾿εατω η {ίκ 


Εξειάστε αν στα χ-]Ι είναι συνεχἠς και παραγωγίσιµη. 
ἑριρρημαρρεεκιποσονκωνοκύε κο οσο». 


Ὑ'--''..ο... μμ σμασμμεεα νασαν 


ϐ. "εστω η γ-αημῖ χί{-συνχ) 
'. ία υπολογιστεί η γ ία σταθερά) 
2. ἰία οριατεί η σταθερά α, απ το γεγονός (2 )-έ 


θεος κε πρεα αν αακςσεσηε Ες 


ῳ 


αραβ ρβκεπ κ ραπιοκκ  ρεμς . 


ΣΥΙΙΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΛΡΑΓΩΓΟΙ 
- Τι] - 


ι. 
"Έστω ΥΞΕε(χ)Ξ5(1-χ) ϱὰ 
ία βρείτε το πεδίο ορισµμαύ της, και τα όρια της 
άρτησης ὁταν κ -- ἕοφκαι όταν Χ ---θ 


Μελετήστε τη μονοτονία της 
(θὰ4ες. 6, Ὀἱ1οη) 


Ιάντηση: Απ᾽ὶτο (-ο,0) γν. φθ, και στὸ (0.5) γν. αὐξουσα). 





4 
"Εστω Ε(χ)Ξἅ-ᾱ 
χε] 


|. Να βρεθούν τα όρια της Είχ) στα άκρα του πεδίο 
σμού, (54 -Ι5) Να µετασχηματιστεί η ἔ(χ) στη µορφή 

α γ ͵ 
κ) "αχ βες τ Και να προσδιοριστούν τα α, β, Υ. 


2. Εστω ({Γ) η γραφική παράαταση της Γ(χ). 

δείξετε ότι η ευθεία (4) µε εξίσωση ΥΞακ-β, 

νυ τα α, β είναι αυτά που βρέθηκαν στο |. 

αι ααύμπζωτη της (Γ).Ιία βρεθεί µια άλλη ασύμπτωτη 

(Γ) ἑστω η (4΄).Να δειχτεί ότιτο σηµείο ἵ, σηµείο 

νής των (8) και (Δ΄) είναι κεντρο συμμετρίας της {{) 

ή «ιό 
(θαςς., 8, 01) | 


πάντ. αξί β--ὲ, "Ξ2 (1, -3) οι. ο. ο 


ΣΥΠΙΛΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΛΓΩΓΟΙ 
-131,- 


44. Δίνεται η συνάρτηση νΞ Ίχ- κ) 

|. Ιἰα παρασταθεί γραφικά. 

. Τέἐμνουμε την (6)της προηγούμενης υΥγραφικής παρά- 
στασης µε µια ευθεί παράλληλη του ΟΧ την γΥγ-λ.Για ποιά 
ὰλ, απ᾿΄τα σηµεία τοµής που προκύπτουν υπάρχουν δύο τα ΜΜ ) 
των οπ.ὦών οι ᾖτεϊµηµένες χ”,χ είναι θετικές;,Βρήτε µια 
σχέση ανεξάρτητη του λ , ανάµεσα στα χ”,χ᾽. 

3}. Ἡ ευθεία ΜΜ” τέμνει την (6) σε ένα αημείο 


Μ. Υπολογίστε την τετµηµένη του Μ,συναρτήσει ἵων χΧ᾽”,χ᾽ '. 


4. Αν εἶναι γνωστή η τετµηµένη α, του µέσου Α 
του τµήµατος Η΄ Μ᾽ "να προσδιοριστούν τα χ᾽ και χ᾽.Να γί- 
νει διερεύνηαη.Ιία υπολογίστε το λ συναρτήσει του α. 


5. ΘΕἐέτω χξεηµιτ (0 έτ « 7) «Δείξτε ότι γΥγςημ2ί. 
Αν τι) και ἢὉτ είναι οι τιµές του ἴ, που αντιστοιχούν 


ρου 


στις χ᾽ και κ (ιτ έι ) να γράψετε τι σχέση υπάρ- 
Χει ανάμεσα στα τι και ἢἰ εἶα προσδιοριστούν τα ἵ ,τ 
ώστε το σηµείο τοµής της Υ Ξλ µε τον ΟΥ είναι συζυγέὲς 


του Β΄ ως προς τα ΜΗ και ΜΗ’. 


6. ἥια ευθεία γ-αχ , τέμνει την καμπύλη 6, 


σ᾿᾽ ἑνα σηµείο Ρ µε θετική τετμηµένη.Να προσδιοριστεί το 
α, ώστε αυτή η ευθεία, να χωρίζει αε δύο ίσα µέρη, το 
εμβαδόν ανάµεσα στην καμπύλη και στον άξονα 0ΌχΥ, 


εφ 3. (Ιηςτ{τωῖ (αἴπο] ίαμα ά΄Αγις αἲ Μεῖτίουγς) 


-------------ρ--------ᾱ «ο -ουων ο. ---- --υ----ς------------------- ον ---.πα----- αα-αρ---ε. -----οπμµσμας 


49. Ἱ. ἰα γίνει η γραφική παράσταση (6) της 


ΣΥΜΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
142 - 


γ-χ π.χ 
απχ 

2. Μια ευθεία που περνάει απ΄το Αί-α,0) σχηματίζει 

µε τον ΟΧχ γωνία ω, έτσι ώστε -”  ω « 2 και τέμνει 


τον Όγ στο σηµείο Ρ και την (6) στο ή. 
Να υπολογιστούν συναρτήσει των α και ω, οι συντεῖαγ- 
µένες των ΜΜ και Ρ. Να συγκριθούν τα ΟΡ και ΡΗ. 
να σχνµατιστεί η εξίσωση του γ. τόπου των σημείων Η΄ 
συμμετρικὠώὠν του ἩΜ ως προς Ρ, ἔα χραχτεί ο γ. τόπος(6 /) 
Η κάθετος στο Μ, στην ευθεία ΑΡ τέμνει τον 0Υ 
στο ϐ «Να υπολογιστεί το ἵθ 


3. Τέμνουμε την καμπύλη (6) µε την ευθεία Υξχ.εφό 
(ϱ  φ «{ 7) «Να υπολογιστούν οι συντεταγμένες ἴου σηµείο 
τοµής Μ, συναρτήσει του ϕφ. ἔτσι το σηµείο Μ ουνδέεται 
αφ᾿ενός µε το ω και αφ΄͵ ετέρου µε το φ. Να υπολογιστεί 
η φ συναρτήσει της υω. 

Να υπολογιστεί η φ ώστε το τρίγωνο ΑΟΒΜ να είναι ισοσκε- 


λές, 


{ Ιης5τ {της {Δ1Πο] ἱαυς ἁ΄αγίις θἳ πεῖ [όγς5). 


43. ν |. Να προσδιοριστεί η αρχική Εἔί(χ) της ψτθχ(2Χ.χ- 1] 
έτσι ώστε Ε[-1Ι]Ξ2,. Να γίνει η νραφική της παράσταση 6. 

ᾱ. Έστω Μο(χΧρ,Υο0) σηµεία της Ε.Ιία βρεθούν τα 
σηµεία ἡ(χ,γ) της 6 στα οποία η καμπύλη να δέχεται 
εφαπτομένη παράλληλη προς την εφαπτομένη στο Μο. 


ΣΤΙΙΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
- ναι] - 


Σχηµατίατε ὍὮν εξίσωση που δίνει τις τετμημένες των 
σηµείων Ἡ. Πως πρέπει να διαλέξουµε το Χο, ώστε το 
πρόβλημα να έχει λύση;Για ένα τέτοιο Χο υπάρχουν δύο 
σηµεία απ τα Μ, τα η, ' ἡ. διακεκριµένα ἡ όχι, µε 
συντεταγμένες (Χ19Υ1λ .{Χ2972) αντίσριχα,ΥΠπολογίστε το 
χι όταν τα ή] 2 ταυτίζονται.[ῇως πρέπει να διαλέξουμε το 
ήο, ώστε τα ", : η» να ταυτίζονται µε το ΑΟ; 


ὰ. ἰα οριστούν τα α, β, συναρτήσει του Χο,ώστε η 
ευθεία γξαχτβ να περνάει απ᾿τα σηµεία Μι ἠ Μ2. Σχηµατίστε 
τη τριτοβάθμια εξίσωση που πρέπει να πληρεί το Χο, ώστε 
η "η η, να εἶναι εφαπτομένη της 6. στο μι ἡ οτο ή. 

Ποιά είναι η τιµή του Χου ώστε ἡη .., να ἐεφάμτεται 
της 6 ατα διακεκριµένα σηµεία ή, και 2. Σχηματίστε σ΄ 


αυτή τη περίπτωση την εξίσωση της αμή2. 


4 ὁ 
(Βὰςς. ἑεοποιπίαμξ ,Εγδηςθ Ιιά(γορ) 


(Απάντηση:  είκ) σχΣ (αχ 2χ-1) Σηµεία καμπής 


Ἐκ η, 


ει"ί 
6 108 





ἱ ή -20Υ7 -- 
ἑ 6 πο 108 


2. [Εξίσωση τετμηµένη ἵων σημείων μτ2χ ν(2χ - )χ. 


λ 
ο 2 ... « λεν 


Για να έχει λύση πρέπει ο 5 


ΣΥΙΛΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡαΓΗΓυ] 
119 - 


αλ 


"Όταν ἡ, , ἤ, ταυτίζονται κιξχ.- 
2 | ς 





2 (ταυτίζονται μὲ το 


1. α-ί (24χλ-ι2χ ε2κ. -9 
 απῃπ (24χο 1ἐχο  2Χρ-39) 


3 
β--ῃ (4χ2-Ιδχῷ «δχοι7) 72χ-36χὸ -50χς 950 


Χο” ώμο... 9 ο. 
χἆκδχ 


44. .. Μελέτη και γραφική παράσταση ετης ΥΞ 


ῤ (χ- 1) 


ὁ. ᾿Εστω{Ό) η ευσείαᾶ που περνάει απ΄ την αρχή 
ῖων αξόνων και έχει συντελεστή κατευθύνσεως μµ. 

Να σχηματιστεί η εξίσωση που δίνει τις τετμµηµένες 
των κοινών σηµείων των (60) και (0) .δΔιερευνήστε το 
πλήθος των κοινών σηµείῶὼν.Για ποιά µι, οι (ς)και (ϱ) 
εφάπτονται; 


1. ᾿Εσίω η εξίσωση (ΧΙ )πήτ “σ(κτ])λημῖνκΞξθο 
όπου ᾖἵἴε (0, 2π). και κ παράµετρος.ία εκφραατεί το 
κ, αυναρτήσει του ἵ,.Στη συνέχεια να δειχτεί ότι συναῦ- 
τήσει αυτού του" κ . «πορὠ να βρώ το πλήθος των κοινών 
σημείων της (6) και µιας µεραβλητής ευθείας παραλλήλου 
προς τον Οχ.να βρεθεί το κ, ώστε η εξίσωση ως προς Ἱ, 
να έχει δύο συμπληρωματικές λύσεις, 
κ ν2χ . Ποιά εἶναι 


(χ- 1) 
η παράγωγόὸς της:Ποτέ αυτή μηδενίζεται Η καμπύλη της Υ, 


4. Οεωρούμε τη συνάρτηση γςα 


η (ὔα) τέμνει τον χ΄’χ: σε δύο οηµεία. 


ΣΥΙΛΡΤΗΣΕΙΣ-ΠΑΡΑΓΗΓυΟΙ 
-1ὰ6- 


ία προαδιοριστεί το α, ώστε οι εφαπτόμενες της α 
στα σηµεία αυτά να είναι κάθετες. 


(θαςς. ὅσοη Εγάης6 ΙΙ Γγορ) 
(Απάντηση: 1. Ααύμπτ. χξὶ , ΥΞ2 Περνάει απῖτα (0,0) ,(-2,0) 
ὁ. Κοινά σηµεία μμ χε(μ-2]-0 [λήθος: 


4 


«-ἶ Κ.λ.Π. ν εφάπτονται για µΞ---- και µςὸ 
12 3. .ζ δι 

1. κεπμ ενξηµε αν ηµίσχΣ) ο σκ 
(με 1)” ο. 


Και επειδἠ η τυχούσα παράλληλη προς τον χχ είναι νγςκ 


για κ έ-ὰ καμμία λύση -ἆ ὧεκςκ- Ἱὶ 4 λύσεις, 
κ.-α διπλή λύση, κξ-ὶ δύο λύσεις κ) -ἰ δύο λύσεις, 


' η... 
Αν ἵι »ἴρείναι συμπληρωματικές λύσεις ημ ἕμκημ” υμ] 
αν θέσω ηἡμίξΞχ τότε ψάχνουν τις τιμές του κ για τις 


οποίες η(κ-{}χὶ -δ(κεΙ)χεκ-θ έχει δύο λύσεις 
µε άθροισμα τετραγώνου {. δηλ, ο ο ο πι 


κ --δεᾖἣᾖ κ΄ Ξ5-6-ἶ11 .:Η χ΄΄ απορίπτεται αφού 
για. κό -4 ὃεν είχαµε λύση.Η πρώτη δεκτή. 


4. α- τὸ 


Τε Λο Σ 


Τρι ΓΩ ΝΟΜΕΤΡΙΑ ΤΡΙΓΩΗΟΜΕΤΡΙΑ 
| -ᾱ1- 
1 
ρ(ρ-3). Ξεφω 5 - ΦξἩ. 1900 
| -1ρ” 
Υ. Έχουμε τη σχέση: (µπορεί να αποδεχτεί): 


εφα.εφβ. ΕΦΥΞ 


εφατεφβ»εφγ-εφα. εῴβ.ΕεφΦΥγ 
ἹΊ-(εφα. εφβτεφβ.εφγ»εφγ.εφα) 


εφ(ατβογ)- 


Επειδἠ α»β»γζςωνπ ἐέχυω 
εφωτεφω 


|- 


έφωςΞ 55 Ξ-ᾱ 


5 


εστω η εἴίσωση; εφχ- εφ2λχςμεφόὸχ 





1. Να λυθεί για μξθ και µς-] 
2. Να δειχτεί ότι γενικά η εξίσωση αυτή ανολύεται 
οτις δύο εξιούσεις: ημ2χ-0 και ὂἆμουν. 2χα(μ«2]ουν2χ-μ-θ. 
3. Να λύσετε γραφικά την δεύτερη εζίσωση χρησιµο- 
ποιώντας την καμπύλη της .. - 2χ 
2χ11χ-1 


(Εεο]ο ἀ΄ἐ]θεῖγὶςί το ἱπάιμςιγίθ]]ο 48 Ρα γίς}) 





1. για µ:0 έχω εφὀλχ-εφχ 3Άχξςκποχ χ.κ7 
για µξ:-{ έχω εφχ-εφ2χ- εφ2χ η εφχεεφὀχΞεφ2χ 
µε παραγοντοποίηση του πρὠτου μέλους έχω: 


ηµ 2χ .. -Ἠμδχ 


ἡ ημλχ(συν3ᾖλχ-ουνχ.σουνοχ)Ξ0 
συνχσυνόὸχ συν2χ 


η τελικά ημχ.ημόοχ.ημὰχΞ0 απ᾿ όπου µε μηδενισμό 
κάθε όρου έχω:χαεκπ, χςκ » χ-κ τ 


ΤΡΙΓΩΠΟΜΕΤΡΙΑ 
ασ. 
2. Παραγοντοποιώντας το πρώτο µέλος της δοθείσας έχω 


τημΖχ : μ- ημΕΧ 
4υνχουν ὰχ ουν2χ 


η {(µ συνχσυν2χεσυνὀχ)ημ2χΞ0. 


Άρα αυτή αναλύεται οτις:(1)ημ2χ-0 και (2)μσυνχσυν2χτσυν2χ5Ξ0 


ἠετατρέποντας το συνχ.συν32χ σε άθροισµα έχω 


Β (ουν4χ«ουν2χ) ν συν2χ-0 η 


μ [ουν 2χ- 1νσυν2χ] «2συν 2χ-0 δηλ. 
(1) αμοιν χείμε»]ουνᾶλ-μ-θ 
3, Για τη γραφική λύση της (3) θέτω συν2χςΞΧ 
και έχω το σύστημα: 2μΧ ο{με2)χ-μ-ῦ που γράφεται 


«Ἰῦδκ5ί ισοδύναµα οε 
«ο τε. δὴ 
3 0 
αν. Κάτω απ ο. τη µορφὴ 
υ1« χι (4) Ἡ γραφική λύση περιέχει 
τα οημµέια της καμπύλης ψ. -2χ (ενδιαφέρουν οι 
"Ζκενχ-τ 


τετμηµένες τους) 

με -Ί όχέτἰ που συγχρόνως εἶναι σηµεία της παράλληλης 
προς τον Όχ,σε απόσταση µ.Λπτην ανάλυση,η γραφική 
της πρὠτης του (4) δινεταιν απὀ τρείς κλάδους, απ΄τους 


οποίους µας ενδιαφέρει αυτός µε τετµηµέγες ανάµεσα στο 
-Ί και Ἱ. 


ΤΡΙ ΓΩΙΙΟΜΕΙΡΙΑ 

| -33- 

| Απ Ἱτη γραφική λύση φαίνεται ότι 
αν µά-{ί έχουµε δύο λύσεις χι Χ, 


(γνα µς- 1 έχω Χιστ Χο 5Ι). 
Αν μ} -Ί ἔχουμε µια λύση, 
Για να επανέλθουµε στην εξίσωση 
(4)ονομάζουμε Φι (οέφιςπ) το τόζο 
ώστε συνφι "χι και όταν µό -ἶ 

µε φὸ κ ύστε ουνφ 5Χὸ 


ἄν 
Αν µὲέ-{ η (3) αναλύεται στις 
συν {χΣ5συνφι και ουν{χ-συνφ, με 
λύσεις τις χΧ5χ ο 
-- αΚΠπ' και 
2 
ὰ ΚΠ 





' 
" Ακ νς, 
Ρο 


Για µξ-Ί έχουμε ο-τ. 0, 0 και οι λύσεις ειναι 
3 


χΞΚ . και χΧςκπ.) 
. 


| 
| Αν μὸ -ἶ η (3) γίνεται αυνἔχ5συνφι και οι λύσεις 


ωσ 
2 2 





"ο Π πο ος πα -- ---ια α-- - 





Ἱ. Να δειχτεί ότι: συν7 . συνζη . συν .. - ἓ 
2. Γενικά να δειχτεί ότι η παράσταση 
- ΡερυνΣ «συν2 ν , κκ μας Ππ. νσούται µε 
ν ν 
1 όταν µ,ν,εΝ 
| 28 (Γεο]ς 5ωρεγῖθιμα ἀθς 5ειεηςθς θε οποπι υθς) 


--- ο...” σ---- - «ς Φ --.. --- --α -- 






-.5” ο--- ο ώρα «0..Ἓνωυ ου» «- ο ο ---ουνον σαν. .-αος. 








ο. -- οφ 


”-- ----ρ ας 
5. 


ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 
-34- 
Λ Υ 5Σ ώ 
1. Εχω Ρεσυν] ουνὖ”. συν]: 


2Π 4ήπ “ῃπ . 


θΡημ7 ε(2ημ7 συν 7). 4συν 7Ἱ- συνγ--ημ Ὑ- ἐπ. 


4συν]-- 


4π 4π 4π , 4 ὃπ 


συνγ- 5 (ημάς: συνζἳ)2ουν το ημγ- 2ουνγ-5ημ Ὑτ ημ7 
άρα δρξ-1 3 ϱ5- : . 


ὁ. Γενικά πολ/ζω τα δύο µέλη της ρ-συνν «συνόν. «συνή ο) 
. μ- { 
µε τον ὁρο-3. 2’ Ὦ. ημς; -Ζημα συν» συνὲς ...συνὸ 5 ν 


Κάνοντας τις αναγωγές όπως προηγουμένως καταλήγουμε 
κ π π 
οτην 2 Ῥημνς -ημὂ” ν (1) 
Εζετάζω τὗρα, σε ποιὲς περιπτώσεις ισχύει η σχέση η 


ην . Υπάρχουν δύο περιπτώσεις; 


τ 28 -ὂ2χν”] η οποία είναι αδύνατη ] 


στο ούνολο των φυσικών (το πρώτο µέλος άρτιο το β᾽ η 
περιττό) 


| 
2. 28 σ ΕΟΚΠΑΠ: 5 2ὔ .πν(οκι1).Λυτή ισχύει | 


για οποιοδήποτε μ αρκὲί να διαλέζουμε τον ” διαι- 


ρέτη του ο 1. Δηλαδή απ την (1) έχω:ξς- αμ | 
2 ͵ 





4ο. ασα-. ο. -ᾱ--κᾱ ωαρῶς, .. - ---- : κ. . -ῦ-ᾱ λος ο. -ᾱ άδ ------- δα ---ᾱ---- | 


Δίνεται το πολυώνυμο 
(1) - [χ- τουνα] [α- τουν (ανη--)) [κ- τουν {ανη π)] όταν 


τ και α είναι σταθερές (τ2ο). Ί.ῑα δειχτεί ότι το | 


Ἡ γράφεται οτην µορφἡ (2) Η-χ᾽ «ρχχᾳ και να εκφραστούν 


ΤΡΙΓΩΙΝΟΜΕΙΡΙΛ 
-35- 
τα ρ και ᾳ συναρτήσει των τ και α. 
δ. Αντί(στροφ8 αν το ΚΕ δίνεται µε τη µορφή (2) να δεί- 


| 
ξετε ότι τα ρ και α , πρέπει να πληρούν µια σχέση, που 
| 
| 


«Ίνα καθορίσετε, για να τίθεται τοβ υπὀ µορφή (1). 


3. Απ΄᾽τα προηγούμενα να βρεθούν οι ρίζες της 


χ -12χ-12-0 υπολογίζοντας τα τ και α. 


4: Το πολυώνυμο (1) μηδενίζεται για τρείς τιμὲς 
Χ/ ΧρεΧχ1:Να βρεθεί ο χώρος στο επίπεδο ΧΟΨ των σημείων 


Η(Χ.Ψ) οπὀόυ Χξτσυνα ὑὕΨξτημα, ώστε οι τρείς ρίζες Χ Χ2εΧ 


να βρίσκονται ανάµεσα στο -{ και {. 


(βαςς .Ὀ.Λπίθης) 





| ΛΥΣηΗ 

! 3 / 1 

η .τ [συνα»συνί αν η) κσυν(ακη) χΧ οτ [συνα. συν (αντ) 
/ 


3 


4 οκ ον ταμνν. συν (αν) χ- τ ουνα. συν (αντ) 





| συν (ανα). 

6 συντελεστής του χ όμως, η αγκύλη,, ιοσύται µε 0, 

και ο συντελεστής -αγκύλη- του χ µε -ᾱν ο δε συντελε- 
στής του τ) ισούται µε | συνᾖα 

Π.χ. συνασυν (αντ) συν (αν η) Ξ 

| 


Ξὰ [ουν (2ος) ουν ο... οήνίου” Π] - 
Ξλ (συν 2α.συν(α- τν) νσυνανουν(αν η” ")] Ἓλἰσυνῥα, 


1ρΡΙΓΩΙΟΜΙΕΤΡΙΑ 


-36- 
4 5 . 
ἔχουμε λοιπόν ασχ -ᾱς χ- συν3α ἁρα . 
ατὸ ο... τλ ουνᾶα 


ρϱ5” ὅ-- "η 
θὂι προηγούμενες οχέσεις αν αντιατραφούν θα δώσουν 
τα τ και α, ουναρτήσει Των ϱρ,9 
ἔχω τς- -ᾱθ | Η πρώτη έχει νόημα µόνο όταν ρ«θ 


και δένει τ ||- -1ρ 


2 


τ συνᾖα--4ᾳ 


Η δεύτερη εξίσωση υπάρχει όταν 


4 3 
4η 16ᾳ : θ4ρ ή τρ 
- τς. ή ο ἠ. Ίθ6ᾳ 4 - πα (µέσω της τ- η ). 





Αρα πρέπει 40 «24ο 3) Αυτη είναι η ικανή και ανα- 
γκαία συνθήκη για να τεθεί το πἹολυώνυμο απ τη µορφή 
(2) στην (1)}.Αν πληρείται αυτή τότε τα τ και α. δί- 
νονται απὀ τις (4)  4ρ «3ρ8). ἃ , 341 3 
τη ουν-2α α Ἶρ ᾷ Ἱ µε 


ο-32αάπ. 


Εδώ ρς12 αΞ--Ιξδ.Η ουνθήκη (3) πληρείται και οἱ 


(4) δίνουν τε/τό-ά και συν2α-3 ᾗ153.0: ρίζες Χ ΧοΧ1 


. ο . ο 2Π ο 4Π 
εἰναι Χι"τουνα5άσυνα, χ254συνίατη- Χ134ουνία.-). 
Επειδή συνΆαξλτα 135 50 (από πίνακες) 
ετσι κατά προσέγγιση υπολογίζω τις Κι Χρ. Χ1 
Χι"τουναΣχ . . 
μες (ουνας γήημα)Ξ -} (ΧΑΝ Υ) 
χ1Ξτουν(ατη)Ξ-- (ουνα-ἥ ἆημα) - -ὶΚ-ΥΥ1) 

δηλ.-Ιέχ «1, -ἰ«-ᾱ(ΧιΨΗ1) «1 
-ἲ«-(Χ- 113) «ι. 


ΤΡΙ ΓΩΙΠΟΜΕΤΡΙΑ 
| | ο. 
Άρα “Ί «χ « Ί χι {λ-ρ«0 χΧτψέν2 0 
χ-ψ/1-2 «0 χ-ΨΝ1270. 
Αν λοιπόν κατασκευάσουµε τις ευθείες µε εξισώσεις 
χξν] χηἡΓσ592 χ-"νάξν2 
| τα σηµεία Μ βρίσκονται στο εσωτερικό του εζαγύνου 


ΛΒΓΔΕΖ του παρακάτω σχήματος. 









-------- ----- ο... ο -- ο -- ----- ο ----------4ο 4 αν «ο -----------ᾱ- ἄν «---σ-ρ- 


Να δειχτεί ότι υπάρχουν δύο πραγματικοί αριθμοί χ,που 
| πληρούν τη σχέση [αμ 2χ] 53 και σεχ έπ 
- Στη συνάχεια να υπολογιστούν τα ηµίτονα και συνημµίτονα 
| των αριθμών αυτών, 


(0]ᾶσεες ἀθ ργεπίθγθ 6,Ρ,Ε). 


οκ... Οφνωωσα «-ωδα- 





ΛΥ Σι 


Η δέχέπ γράφεται πς2χς ἐπ.θέτω ὄΌχςεκ και έχω την 


| . 
μήτᾳ με λ έκ ςσ2π.0ι ευθείες Ἴ και γα 3 


” 


ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 
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τέµουν τον τριγωνοµετρικὀ κύκλο στα Α,δ η πρώτη και 
στα Γ,Δ η δεύτερη.Τα τέσσερα αυτά σηµεία εἶναι πέρα- 


τα τόξων που πληρούν την [ημκΕ . . επειδή όμως πρέπει 


πέκςδ2π, τα μοναδικά σηµεία εἶναι τα Γ 'και Δ, άρα 
υπάρχουν δύο αριθμοί που πληρούν τα δεδοµένα. 

ἕστω 2χ᾽ και 2χ΄᾽ οι αι εεε τετμµηµένες των ση- 
µέιων Γ και Δ, που βρίσκονται στο (π͵ὸὂπ). 

Πρέπει να υπολογίσουμε τα ημχ΄ ,συνχ᾽ ,ημχ’ ,ουνχ’. 

Λόγω συμμετρίας στο σχήμα ισχύει 


2χ νοχ” ' .. 3π 5» χΧ αχ 5 υὃπ 


2 2 ἔ 


δηλ. ημχ΄ Ξημ(ῶ3 - Χ)Ξ--συνχ”, 


συνχ΄ ΄Ξουν(ὁ« - χ.)ξ5-ημχ”, 
θα υπολογίσουμε λοιπόν τα ημχ ,συνχ”. 


Επειδή ὀχε (πε δν τν ημΟοχ («0 αλλά ημοχ΄-- ν 


συνοχ΄ς - ΜΕΤΠΣΣΗΗ - 292 «Επίσης ουν2οχΞ1-2ημὶ χ᾿ 


. πρ 9 π 3π 
ημχ 5 το (το χ δα σ-). 
9 2χ᾽ 1-2 ου 1- ο 
Το ουνχ 3 ρτν ο --- άρα ημ χ Ξ-- 
δημχ΄ 6 
11 





ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 





2β 


Εσῖω εφχ- 











αγ 


3, | 9 κ 
γςασυν΄ χ,2βημχσυνχ»γηµ χ 


3 43 
7-αηµ χ- 2βημχ.συνχ»γσυν χ. 





Λ Υ Σ Η 
θα πο ος τα γτᾷ2, και γ-2 
γ91 -αίσυν᾽ Χνημ΄ χ)ηΥ(ημ3 χ1συν 3χ) -ανγ 
υγ-27 -5ία- -γ)συν 2χ«2βημ2χ «Λυτή η τελευταία 
έκφραση µπορεί ακόµα να γραφεί: 


Υ-Σ Ξ(α-γ) Γσυν2χ» Ξν ημ2χ] 


αγ ᾿ 
ἢ γ-2Ξ(α-γ)(συν2χκεφχημοχ)- 
συνόὀχ.συνχτημχ.ημὂδχ η 
ε(α-γ) ----:----τ---- τον ον 3 
π- { ὁ πα. ο σόι 
γ-7 (αγ) συν (2χ-κ)/ .{α- η) ΄συνχ ΞΙ-γ 
ουνχ ο νετ ον Ἑ δον μον .συνχ 
δηλ. τελικά γ37 -α9γ9γ--α 


Υ-27 -α-γς2 «γ.. 






-ο - - --- .- 


Δίδεται ορθογώνιο σύστημα ον χον , και ἑένας 
κύκλος, κέντρου 0 και ακτίνας αβ .ἔστω, πάνω στο κύκλο, 
ένα σηµείο Μ που ορίζεται απ ΄τῃη γωνία αξ(0Οχ,ΟΜ). 


θι ορθὲἐς προβολές του Μ, πάνω στους ΟΧχ, και 0γείναι τα 
Ρ και ϱ αντίστοιχα. 


ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΛ 
ο 40- 


Ί.Ιία υπολογιστεί ἢΓη γωνία α, ώστε 10ριαῦζ Ξβ 

2.θεωρύ ην ευθεία Ρ «Αυτή τέμνει την εσωτε- 
ρική διχοτόµο της γωνίας χον, στο σηµείο |.Να υπολο- 
γιστεί η α, ώστε 0Γ ------- τ9Ι η τετµηµένη του Ι). 





(βδες, ΑΒ Του]ουςε) 


ΛΥΣΗ 


{. Είναι Ὁρ «βουνα ὕΏςβημα ἀρα η δοθείσα σχέση γρά- 


φεται συνανάημα-ξ{ ἡ συνανη ημα-4 και θέτοντας εφφ-3 


(οφ (7) (απ΄την οποία παίρνουμε συνφξ 5) έχω: 
(συνα.ουνφνημα.ημφ) ΞἩ συνφ-ι, δηλ. 


συν(α-φ)Ξε ἠ 


συν(ία-φ) 5-συνθ όπου συνθ- και οέθέ 
άρα α-φξθ η α-α; Ξφαθί περιορίζω τις τιμὲς 
η α-φ:-θ η α-α..φ-θ] του α απὀ -π ἑώς απ. 


2. Ἡ ευθεία Ρ ἐέχει εξίσωση ----ᾱ--- α ---ἕ--- ! 
βουνα πημα 


Λ 
Και η διχοτόµος της ΧΟΜ :; γξκ εφ» ' 


Άρα η τετµηµένη του κοινού τους σηµείου { θα προκύπτει 
από την απαλοιφή του μεταξύ των δύο προηγούμενων εξἴι- 
σώσεων {λύση ο ας 





«χα. ..χεφ7 , Ἰ η ᾗ 4 . Ξ κ 
βσασυνα βηµα υνα ης 3 


ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 


ο. 

| , 

. [ ο κα-- ᾖν ας. ἃ (!Ι«συνα)ουνα Πρέπει 

συνα Ίτσυνα )1έσυνα 

"λοιπόν να ισχύει Λβ(]:συνα]συνα ΑΛ ᾗἨη 2ουν αι η 
Ίτόσυνα 2 


| συνα-- 5 «Δηλ. οι πιθανές τιµές του α είναι 


π ἂπ . 5δΠ ..Π εἷα σηµεία Μ αντιστοιχούν στις 


απτ ο ἡὰ 6 π- απ 
κὀρυφές ενός τετραγώνου εγγεγραµένου στον κύκλο 0, µε 
διαγωνίους τις διχοτόµους των γωνίων που οχηματίζουν οι 





άξονες. - 


ξοῖω Α,8,Γ γωνίες τριγύνου: 
. 4 
Ι. Να δειχτεί η σχέση συν Καν Άτουν Γε2συνΑσυνθουν{Γ- 


2. Αν ιαοχύουν;:συνΑβξεφα. εφβ συνβξεφβεφγ, ουνΓξεφγ.εφα 


να δειχτεί ότι ημ ακημ] βεημὰ γ ΞΊ 






-- -- ----. 


(ζοπεουγς θπεΓὰ] άθ5 γεεες οἳ ζο116αες) ς 


ΑΥσΣη 
Ἱ. ΑΛιθιΓ,-π ΛΙΘΣΞΠ-Υγ ουν(Α:βΒ]Ξ-συν[ 


συνβουνθ-τσυν[Γ-ημλημθ 
συν Λνσυν Βεουν" Γ,2ουνλσυνβουν{ς1. 


2, Ἡ ρποηγούµενη σχέση, αν αντικοστήσω τις τιµές που 


δίνονται για τα σουνΑ,ουνβ,ουν[ γράφεται: 
4 ἃ ι 2 ᾳ 
ημ-α.ημ)β . ημ)β.πν. , πμῖγ.ηµ να, Ζημ]α.ημβ.ημ γη 


.ς 
ι 3 4 3 1 
ουν 1. ουν) β ουν β.ουν γ ουν γ.ουν α συν α.ουν β.συν; γ 


/ 


(ουνΑβσυνθ-συν{) {1 -ουν Α} {1 - ουῤθ). 


| 


ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 
.ὔ ἃς 
Κάνοντας απαλοιφή παρονομαστώὠν και μετατρέποντας ὁ- 
λους τους αριθμούς σε ηµίτονα µετά την εκτέλεση των 


πράξεων προκύπτει η ζητούμµμενη. 







.ὓϊ.ϱ0ϱ45... 


ϱ και ακτίνας , και µια 
ἔσοτω 





"δίδεται κύκλος κέντρου 
εφαπτόμενη ευθεία χΧχχ΄στον κύκλο στο σηµείο Α. 
Β, ἵἴο αντιδιαµετρικό σηµείο του Α και Μ ένα σηµείο του | 
κύκλου, που ορίζεται απ΄τη σχέση λΏν-α. Οι ΒΗ και ΟΗ | 


τέμµουν την Χχχ αντίσοοιχα στα Κ και |]. 
ία υπολογιστεί ουναρτήσει του και της εφα- ἵ 


το µήκος των τμηµάτωνΑἕ,ΑΙ ,1Κ.0] για α)χ και για αόσ. 


Τι συμβαίνει όταν α-Ἱ “ 


(θαὰςς. το ρδγίΐε, «θγίθς Α οἳ ϐ,Ληι1]]ος οἱ 6υγδπε) 


ΛΥΣΗ - | 
Το ΒΟΜ τρίγωνο ισοσκελές, και η Βθή-π-ζα. 
Αυτή η γωνία είναι λοιπόν αμβλεία όταν ας... ορθή 
αν α-Ἱ και οξεία όταν αλΊ 
Και οτις τρείς περιπτὠσεις, το µήκος του ΑΚ είναι 


ΑΚΞΑΒεφαξοΠίι 
Οταν αζ{ η Α0Ι:-2α .Τότε απ΄το ορθογώνιο τρίγωνο 


| 


ΟΑΙ έχω ΑΙ: ΌΛεφζα-βιΞτς. και | 








1 .- - ο 
οἱ.-θΛ... εκ.” Τελικά ΚΙ3ΛΙ:ΑΚ 
συνζα Ί-ι 
πας - Ἡ ο 
Ι- 


-ρ --- ----- . --- -- 


ΤΡΙΓΩΙΙΟΜΕΡΙΑ 
' -43- 
Ἡ Στην περίπτωση που α-Ἱ το σηµείο 1 δεν υπάρχει 


| Αν α) η Α0]:-π-ζα. ὃν το τρίγωνο ΑΟΙ έχουμε 
κι 


-- ὥττοςς “ἁπτταστξαστε --- -- ---- 








Α.ςεΛθεφίπ-ζα)-- Α εφζας-ς--- δι 
Ξ 1. 3 
πίς ο οκ αδ.- Ξβ σε 
συν(π-2α) ουνζα ἕ- Ί 
3 
Επίσης ΙΚΞΛΙ9ΛΚΞ2ΑΕ (-ς----«!) --ττ 
ι ε-Ί 





Δίδεται ημικύκλιο διαμέτρου ΛΒΞ2Δ και κέντρου 0. 


Εστω Μ μεταβλητό σηµείο πάνω στο ημικύκλιο, και θέτου- 
| µε (ΒΑΜΞΟχ). Εστω επίσης κύκλος κέντρου Ἱ, εσωτερικός | 
! του ηµικυκλίου που εφάπτεται της ΑΒ στο Η, του τόζου | 
ΒΗ οτο Τ και της ΑΜ στο Ν.Ιστω τ η ακτίνα του αυτού 


του κύκλου. 
|. Να υπολογιστούν τα ΙΗ,0Η,0Ο] ουναρτήσει των ΑΗ, 
β και χ και να δειχτεί ότι τ Ξ2Ππ εφ χ(1- εφχ) | 
Ποιό είναι το μέγιστο του τ; 
2. Ἡ εφαπιτὀμένη στο ἶἸ του ηµικυκλίου τέμνει την 
ΑΒ οτο Ρ και την ΑΜ στο ϐϱ.Αν η θετική κατεύθυνση είναι 
η απ΄το Α στο Β να υπολογιστεί η γ5:ΑΡ συναρτήσει του 





Β και του εφχ. 
3, Το τρίγωνο ΑΡ µπορεί να γίνει ορθογώνιο; 
Να υπολογιστούν οι πλευρές και οι ΥνΝωνίες του τριγώνου 
ΑΡΩ όταν ΟΛΞΩΡ 
4. Αν Η είναι το µέσο του 08, να υπολογιστούν 


ΤΡΙΓΩΝΟΗΕΤΡΙΑ 
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τα εφ τ, ΑΡ οι εφαπτόµενες των γωνιών του τριγώνου 
ΑΡΩ , καθώς και οι πλευρές αυτού του τριγώνου. | 
(εεο]ο 5υ γε γθ 46 (βΓδπίους Ιπόωςίγίο]]ε ἀθ σθνΓος) | 





6. 


 Τ 
ΛΥΣηΗ 

λ }. Εχουμε τ5ΙΗΞΛΗεφχ, ΟΗΞΛΗ-Α | 

ΟΙ -0Τ-Ι1Τς κ -τςΑ -ΛΗ εφχ | 


ο ἡ Ῥ 
Σχέση μεταξύ των Α,ιγ,κ 





Το ορθογώνιο τρίγωνο Ο1Η δίνει 
. 1 4 3 Ἱ 4α, τ 34 4 
ΟΙ Ξ0ΙΙ 1Η δηλ. (Ε-τ) Ξ(ΛΗ- Β) πμ ίτης -Γ }ατ'. Μετά 





3 
τις πράξεις έχουµε -2βτ 5 κ Ες η ἡ ----- 5 2Λί ͵ 


εφ. χ εωχ εφ χ ΕΦΧ 
ἡ τελικά τξ2Ηβ(1- ερχ)εφχ.Για το µεγιστο του, γπαρατηρύ | 
ότι οι δύο όροι Ί-ευχ,Εεφχ, Του γινομένου έχουν σταθερό 
άθροισμα ΞἶΊ.Λρα έχω µέγιοτο όταν Ί-εφχξεφχ εφχΞη .Λρα 
το ο” : και συμβαίνει όταν το Η είναι στο ϐῦ, | 


ὑμμὸ. Αα. κάν κ 
2. Έχουμε ΡΑ.ΡΒΕΡΤΞΡΗ 9 
δηλ. ΑΡ(ΑΡ-ΛΒ)Ξ(ΛΗ-Λ8) | 
τη ἣ 


Α ΑΔ: Επειδή ΔΗΞ2Β(1-εφχ) έχουμε 
2ΛΗ-2Α | 
4 3 
ες 441 εοχ ς ϱε.(1-εφχ) 
4β(1-εφχ)-28 Ι-δεφχ | 


3. Αν το ΑΡ είναι ορθογώνιο ὃεν µπορεί να εἶναι οτο 0 
Α 
θα έπρεπε τότε Ο1Τ/ /0Μ οποότε 01ΛΞΙΑΊΞχ δηλ.θΙΞΠ | 


ΤΡΙ ΓΩΙΙΟΜΕΤΡΙΑ 
-4δ- 


Το σηµείο ἱ λοιπόν θα βρίσκονταν οτο Β και το τρίγυω- 
νο ΑΡ ὅεν θα υπήρχε, 
Αν το ΑΡ είναι ισοσκελές καιτο Ἡ µέσον του ΑΡ, 


9 
τότε (ΛΡΞΖΛΗ- -ᾱτ δηλ. -2Ι-ΕΦΧ) θῃί1-εφχ) 
| ΕεΦχ 1-2εφχ 


Αν απορῤίψουμµε τη λύση εφχξ{ δηλ. χ.η για την οποία 


το τρίγωνο ΑΡ ὃδεν υπάρχει,(ίτο Μ βρίσκεται οτο Α) 


προκύπτει ότι Τ-εφχςεο!-2εφχ) ο 


5 εφχ- 3 ἡ χΙ8 20 ᾿ 


.. ο 


άρα ΆΑ-Ρ-365 5 ΏΞΙᾳ6 ιδ 


η] 
ἔχουμε επίσης ΑΕΡΞ 2µἱ ἡ Ἡ. σι 


ζ 
1 - 
«πρι 4β με, Ββ Ἆ 
4. Αν α Η ναι αἱ του ΟΡ έχουμε ΑΗΞ - ἡ τς ασ εφχ 


ἔχουμµε λοπόν την--ᾱὲ ο ΕΦΧΞΟΠβ(Ί-εφχ)εφχ ὁόπου απορρίπτο- 
ντας την εφχὸθ, παίρνουμε την εφχΞ! έχουμε τ52Λ(1-λ)ἱ- δν 


ο 
και ΑΡΞΖΑΒ ς τα 38 


4 





ἔτοι υα υπολογίσω µόνο την εφΡρ.Υπολογιζω πρώτα την εφ " 





Είναι εφ{- εκ. ο ο .. 38/8. 
2 ρ ΑΡ 3/4 
Σεφ 7 4 
αρα εφβς πο μρωςς .Όμοίως έγω για τα ηµίτονα 





ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 
ωζδα 


και απ το νόµο των ηµιτόνων 
βρίσκω τις όλλες πλευρές. 


-4Ἱ- 


ΑΛΥΤΑ ΟΕΜΑΙΑ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑΣ 


Εστω ότι σε τρίγωνο ιοχύει 
δεφΛλ-εφβτεοΓ (ος Ας”) 


Να δειχτεί ότι η προηγούµενη σχέση συνεπάγεται τις; 
εφθ.εφίΓς3 και συν(βΒ-Γ)]ςδσυνβ 


/ 
(5υ16ἱἳ 46 εοπεοωγς ἐςο]ο Βγεουεῖ) 


Δἰίνεῖαι η εξίσωση 
 2συνφ. χ» (2-3) (1 -4ημ79]-0 
όπου 0έφέ ὁπ.. 


{. Να μελετηθεί το πλήθος και το πρόσηµο των ριζών. 

2. Εἔστω η γωνία χΌΥ Ξς «Στη περίπτωση που οἱ ριζες 
της εξίσωσης εἶναι θετικές, ονομάζουμε Α και ϐ, 
τα σηµεία των Οχ,Όγ ανῖιστοιχα έτσι ώστε ΟΛΞΧ᾽ 
και Ο8ςχ᾽ ,ἰα υπολογιστεί το ΑΒ καθώς και η ακτί- 
να του περιγραµένου κύκλου στο τρίγωνο ΑΌΒ. 


(5υ1εἳ 4θ εοπεουγ5, ἐςεο]ο Βγεφιθί) 
Εσίω «ϕ, ω εἶναι δύο γωνίες που πληρούν τις 


π «ἐι« ἩἹ ο π., ε Ἡπ και «.ΛεΕ 
ο σα σα ος 
θέτουµε το συστήµα 5: | 4ημφσυνω-5({(ημφασυνω).ᾶᾷᾶ-0 
ημφ. συνυ- (ημφ«συνω) «ης 150 


να σχηματιστεί εξίσωση β βαθμού που να δέχεται για 
ρίζες-τα ηµφ και οὐνω. 

Να βρεθέι ο αριθµός των λύσεων του ουστήµατος και 
τα πρὀσημἁ τους. 

Μελετήστε ειδικά την περίπτωση οπου ης] 


, 
(ὔδες.ίεςΠ. εεο.Γγδηςε Ππείγορ.) ; 


αν. 
οκ 


ΤΡΙ ΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 
-4β- 


Α.΄ ἔστω ιοουκελές τρίγωνο ΑΛΒΓ (Α8ΒΞΛΓ-α) και έστω 
Ώ-Γ-38. Στο εοωτερικό του τριγώνου, φέρνουμε απὀ 
κάθε κορυφή δύο ηµιευθείες, οι οποίες τριχοτομούν 
κάθε γωνία του. Μεταξύ των οηµείων τοµής των ημι- 


ευθειών αυτὼν σηµμειώνω τα Α᾽ ΙΡ) Γ, που είναι τα: 
εξής: 


ΒΓΑ΄Ξ0 ΑΓθ8΄Ξ6θ ΑΒΓ΄Ξ6θ 
Α γβλ-ο ὃ ΓΑΝ’ -ἆ Γ αι: «Ά 
Ί. εστω Ἱ το µέσο της ΒΓ.ὴἠα εκφραστούν συναρτήοει 
των α και ϐ τα µήκη Αἱ και Α{.Απὶτις εκφράοεις 
που θα προκύψουν να δειχτεί:ΑΛΑ᾽ Ξ2αημθ 
να δειχτεί:Α8ΞΑΓ᾽ς ο ..- 
ημίη -θ] 
3, Εστω Η το µέοο του Β΄Γ.Ια υπολογιοτούν ουναρτήσει 
του Θ οι λόγοι Ηθ΄ , ΗΑ᾽,.Απὶτις εκφράσεις που θα 
Αθ ΄ Λ8 ΄ 
προκύψουν να διεχτεί ότι ο λόγος ΗΑ΄ έχει τιµἠ 
ΗΒ ᾿ 
ανεξάρτητη του 6, και ότι το ΑΒ Γ)είναι ισόπλευρο 


(θ8ᾶςς.,πδ{ῃ. ΕΓδῃηςθ πθίτο. εἳ Α]9εγ). 


6, [ία λυθεί η εξίσωση:συν2χ-ημᾶχ (Ε).Να σημειωθούν οτον 
τριγ. κύκλο οι λύσεις της (Ε).Ποιές είνια οι λύσεις 
της (Ε) στο[- 3» Σ] | 


(Ε]ὰδςςςθς 486 ϱῃΓΕΠΙΘΓΕ) 


1941 - Γενικα Θέματα 


ΓΗΜΤΚΑ ΘὔΛΤΑ 


Τ. Δίνεται η ουνάρτηση υ(χ)«-- σαττ. θνομάζου- 


µε 6, την παμπύλη τῆς Ε. 


α. [ία μελετηθούν οι μεταβολές της Ε, Ναι να 


προσδιοριστούν οι ασύμπτωτεςι, ᾖἵα γραφεί η εξίσφ- 
ση της εφαπτοµένης Δ, της 6, στο σηµείο µε τετµη- 
µένη Ά. καράξτε τις 6 καν Δι. 


β. ρ προσδιοριστούν τα α και β εα: 
ο ας ο ω 
Σ(χ) ποδτἕτ Ψ τος Μα υπολογιστεί η αρχνυ 


κή Σ(χ) της Ἑ,᾽ στο διάστηµα (32,.ο). Ομοίως 
το ΠΙΝΣ(Χ). Υπολογίστε ήτο εμβαδόν του τµήµατος 


που περιέχεται στις να ὅπου χΞΤ/ο, χΞ5 
γ. ὥστω η α(χ)α σπβενηή με 


Δείξτε ὅτι η 6 είναι ἅρτια. Χρησιμοποιώντας 
την 6 χαράξτε την καμπύλη 5, της ϐ. 

δ. θεωρούμε την ευθεία ηι-μ/2(2χ-τ). Να βρεθ 
δεί ήτο πλήθος των ποινών σημείων της ὅ και της 
ὃν) για τα διάφορα μµ. 

Ε, Ἠστω Ν, πυνητό σηµείο στο επίπεδο, που 
ου συντεταγμένες ο νο του χρόνου , εί- 
ναι χςξ --κοῦ σ ριοτ. 0 Δείξτε ότι η τροχιά του 
Ἡ, εἵναυ τµήµα της 6. ἴα βρεθούν ου συντετα- 
γμένες του διανύσματος της ταχύτητας του ἡ, 
κατά τη χρονική στιγµή ἵ, 


(Ἄλσσ/ οσῷαΙς μΑτισματτουύῦς ΛΙΙΟ ΙΕ ΓΙΟ) 


δ. Δίνεται η Ε(χ)ς χ κ εχκά 


α. Ἱα δειχτεί ότι η Β είναι Ύὖνησιως αὔξουσαν 


Ἱελετῆστε τις µεταβολές της και χαράἑτε την αντί-- 
στοιχη καμπύλη ὄμ, 


-499- ςΕΜΙΚΑ ΘέΑΜΑΤΑ 


Δείξἔτε ὅτι η σμ ῥέχεται δύο ασύμπτωτες τις 
-45 αι ϕ-2χ44/2 
Ββ. Ἀστω ϱΟ΄η συμμετρική παμπύλη της ορ » µε 
ἄξονα συμμετρίας την ευθεία ΦϕΞχ. ἹἸατασκευάστε 
την ϐϱ΄ ναι -- ὅτι η Ο΄ παριστάνει µια 
συνάρτηση Ε(χ)-- | 


5” τι : 
Υ. Ἆα πα ο τα α, β, Υ ὥστε να ισχύει 
2 
ος ΥΣ 
σστ τα Ξα]χ στα ΗΕ) - | 
δ. Υπολογίστε το ολοπλήρωμα ως οιὰ, 


ε. ἵα βρεθεί το εμβαδόν τον τμήματος που 
περιέχεται ο {χ έ{ και }(χ) {φέρ(λ) 
Β. στω λα. 
α. Ιεταβολές και καμπύλη ο, της ο(χ). ἵα βρε- 
θεί η εφαπτόµενη της 6; στο σηµείο µε τειμημένη 
(μηδέν) 
β. δΔείξτε ὅτι τηἹ ἃ εἶναι Ἡ 1Ι-ἶ ναι επί 3 
του {(-λιο) στο Ε. Ἱα βρεθεί η απ 
γχ. Έστω (ας) η ακολουθία που ορίζεται: 
-/ ἄν" οίαν)ε 1 Δείξτε ὅτι η (ας) 
είναι ... αὔξουσα καν φραγµένη ἄνω απ΄το 2, 
να εξαχθεί ὅτι είναι και συγιλίνουσαν 
δ. Ἑστω (υν) η ακολουθία: 
ν" ο) - (4) αἲ « Για 40, ἈἎαι γράφο- 
ντας ο. 1) - (4 αγ" ο τς 
δε(ξἔτε ὅτι η ουνάρτηση ϐ(4)- [μ(ε) είναι γνησίως 
φθίνουσα» 
-ε. ἵα εξαχθεί ὅτι η {υν) συγκλίνει, σε 
πραγματικό αριθμό, ο οποίος να προσδιοριστεί. 


(ΟμΗΙΡ ο. ουιω05δμ 1964) 


-422- ΓενικΑ Θεματα 


. Γωτω ἡ υ()Ξ σα. 


α. ἱελέτη της ΕΒ, γµμαφικήῆ τὴς παράσταση, 
εξίσωση εῳωαπτομένης στυ χο” 

β. δΔε(ίξτε ὅτι η καμπύλη 6 της Β, και η 
συμμετρική τὴς ως προς τον Χχ; αποτελούν µια 
παραβολή, της οποίας να Ββρεδούν η κορυφή, η 
εθτίες Ναι η διευθδετούσαι. 

γ. ἵα δειχτεί ὅτι η µκἀάμπύλη 6, δέχεται 
σε κάθε σηµείο της ΝΜ, µία εφαπτομένη. Αυτή 
τέμνει ήτον ΟχΧ σ΄ένα σηµείο Ί. ΒΈστω η ορθή 
προβολή του ἩΜ πάνω στον ΟΧχ. Ονοµάζουμε 8, 
το σηµείο {4{,0). Να δειχτεί ὅτι ῄτο 8 είναι 
το µέσο του ΗΤ, ἔα επαχθεί µια απλή κατασθ 
σµώή της εφαπτοµένης της 6Ο, στο τυχόν σηµείο 
τῃῆςο 

δ. πολογίστε µια αρχική της Ὦ, στο (-ωνί{] 
ία βρεθεί το εμβαδόν του τµμήµατος που περιχλεί- 
εταν: ο έχ «1 

-Ε(χ) έψ-έ είχ) 


Βο Δίνεται η ακολουθία αν: α.εΒ και 


Ια. ἵἴα δειχτεί ὅτι η (ία) υπάρχει, αν και 
µόνο αν το αε[-χ,[]. Υκολογέστε το ας ώστε 
η (ία), να είναι οστιανερή, 
ν 
2. θεωρούμε α.-ημϕο µε φε[-κ/ὂ, μπ/ο] 
α. Δικαιολογίστε αυτή την εκλογή. ιν συμµαί- 


νεν ὅταν φ.-π/6; 
ο ο ΄ .. . | -- μα... - 
λφού δειχτεί η σχέση Ἱ- --ᾖ --πλμ(π/ά-α/ 2) 


να εξακριµωνεί ὅτι υπάρχει µμοναδινό φνε[-π/2, 
π/2] τέτοιο ὤώστε α Ξημφν « Ποιά σχέση υ- 


πάρχεν μεταξύ των Φνγι καν Φν 5 


ϕ ιο 
Β. ΘΟεωμούμε την ακολουνία (β9) : Βγ-ῳ, -κ/ό 
ια δειχτεί ὅτι είναι µια Ὕγεωμ. πρόοδοςς 


(ο Ανν ο ὰ Πω ΤΟ) 


414 - 


1 ΠΕΡΙ ΕΧΟΙΕΝΛ 


1. Έπτης τάξης ρίζες της µονάδας, του 8ι, Σελ. 
υπολογισμός του συνπ/]ὸ ἨΠμπ/ῖθδεειι... ««ο1 

ο. Ὑπολογισμός , µε μαθηματική επαγυγή 
αΦθροισμάτων ὅπως 1.2 ἱ νι ιν των 3 

2΄ μπίλυση δευτεροβάθμιας εξίσωσης στο 6, 
απεικόνιση των ριζών της στο μιγ. επίπ. 5 

4. Ρίζες του -Ι-δγδί. Λύση της ζ--7{Σι-ο 


Ἱποκοχιαμύς των ο ἓν νεα νεκννκν ο 


5 1] σπεικόνιση Ἡσ οκ σμίοςαἩ π φον νε «6 


-- 2 
6. Ὑπολογισμός των ὖς, 76, ἨἘπίλυση δύο 


δευτεροβαθμίων στο εις ο νο ος «ου «ος ο ο 6 
Ἱ. Ἡ ακολουθία στο 0: 7 ι«Όν. Ἡ υγο! [79] 
εωναι ες πποπορεκάκ κκ κραχ Ἡ 
Βϐ. ᾖΙ απεικόνιση Ε(ζ)«72- οιζ- 14. ΑΛμετάβλη-- 
τα σηµεία, γεωμετριπά ζητούμενας....ε.«««8 
9. µπίλυση της 2-(1-5ἱ)2:-2(541)718ι90. Ἠπί- 
λυσή της, οι ρίζες της γεωι. πρόοδθ.οει«« ος 10 
10. Το Ρ(2)- σόι 2-1 Τι. Ον εικόνες των 
ριζών του στο µιγαδ. επ{Πνεν ες «ο «ο. «11 
11. Ἡ Ρ(7)--ἔφεσεε ΕῬωιόνα µέσω της Ἠ, πύνκλου, 
σταθερά σημεία, παοτιστραθην ο κανα κκ ὃ 
1ο Συνθήκη ώστε ο ρε / τε φανταστινιός., Οι εικό 
νες των λύσεων της ᾖ αΟἱα7--2αςθνς κ ον εος Τ2 
12 Πατ κο{δε' -χγεἷφι, υπολογισμός των χι Φ) 
γεωμετρική ειιόνα τους λύση εξίσωσήςεεε«εΙ4 
14 Οι πἕμπτης τάξης ρίζες της µονάδας ναι 
η γεωιετρική πατοσκευή παν. πενταγώνουε.. 1Ι6 
15 Ἱια εξίσωση στο 6 , 4ου ῥαθμού, Ον ρί- 
ζες της , εἶουν ειιόνες παρ/µοε Υπολογισμός 
πολυωνύμου µε ρίζες συμμετρικά σηµεία Ίων 


΄ ΄ 
κορυφών του αρχινοῦ ως προς τῃῆν ΦϕΞγιεουνοοοο]Θ 


-Λ- 


ΜΙΓΑύινοΙ- ΑΡΙΘΜΟΊ. 


ΙΓΑβ|]κοι ΑΡΙΘΜΟ] 


1 ᾖἹἸω υπολογιστούν «το υώνολ.ο Ὁ οι ἕμτης τόξης 


οὗτος τὴ,  ἱνῶνό ονό 
μοργή. 

. Να υπολογιστεί το (4-.ἱ1)6, Να υπολογιστούν οι | 
έκτης τάξης ρίζες του ϐδιὶ., 

ὤ. Απ᾿ το δεύτερο ερώτημα να 


π 
Ουνγα και 


.,. σε το.) Ὕμετοι:ἡ καὶ αλγεβρική 


υπολογιστούν τα 
π 
πμ -χρ 


| 
(Οκόῦ/ ὐὁ. ἍΔΜΙΕ9) 


αρ 


ον νὰ ας ἳ ο μπνο 
ξανα, κτκνσ-α στο. «ΦΑΝ Ατιάς, 


ο ον 


: Ἓκου]ι (- ἰ) (1 ο(-ἲ) ε!5 () εκο(-ί ὴ’ ο (-) νε(.) 
ε(«ἴς ι-θί -ΙδκβΟἱν45 -θί -4 «δὶ 

Ὑπαρχοον 6 ριδο ένως τὰ ήν τον ὉῬύ. Λ. | 
κ. εναν . απ αυτές , οι έἷν αρ')μοὶ ένα μΧ γί 


με], αν 5, ο, οπου οἱ χι ενοι οἱ ἕυώι τὸ]ως ον 





τς .- 
θα αμα -ἰ ας 5 (1-ἲ) κας). ία 4 3 ζ | 


ο. εαν ἄξ] » π4 φάἰ ώως- αι ἐ-4 | 








9 (ὤ ορ.) μόη ζι έχε ψέτρο δ ὡρὴ ὁρ.:8 μα δα κα. 
"Οι ἐννιν τὰ ζωε ρίζες του ἐχου» Ρὲτρο Ὑξ-ὐς καὶ ορὶ ἵεψνατο | 
9 γη. 6 πὸν αυ -α εἶπμα | 
τ- Λ ακχα πο οπ συι Ίοι ὁ ἴθαφιῖα .( υ ! "η ) ] 
Γααξς ο αρ «δν σνι -- ρἷζα δικοι ἊὝ αν. 





λρ. προκύπτει: νυν {. - ενα, ανν 
.. νε 


καν ον; νΝὶ-4 .(ὐ -ι) ͵ 
“ 


Αν 





2 α,. Να δειχτεί ὅτι για κάθε νε ισλύει: 


9 ὀ ον.» 
αφγοίφτι Φος νο ος «ΦΥ ΐ - οσα -νὶ εἰ πι 


β. Οµοίως: 1Ι-545- οι 4) (111) -1)" 
παν ο λδ., τι οί ρόἡρά [ελλ ο σὸ 


(Ἀλόο, ο. -. 


-ᾱ-- ΜιΓΛΑΙΚΟΙ 


ΛΥΣΗ. 
ο- σα ν-ὰ Όνεται να πλ ίΣ. ἑαί 


ον ι6χνΘ.. 
9. 


Υ- «6 Υ4 9 
Ἠποθέ τω οι ίθχνει ΜΗ 9, 5 {ιάι εδ ε εοιο ο .(ς-1) [  Σενί -(1-α]ι ο. 
) 8 


Λ, Ονομαθω ὙἩν ατού µινὰ σχιεςν τοτς' 


- 1 
κ μα νι αν . Ξ ον νο) ες 
ὁ 


Ανίο͵ 


λ νά -(ν κε) υ - (νι) ι | ο 4 μελος ὃν ωκωμ οτι 


νο 
---- -γι "ει 


4. . τα νι εἶιδὼ νψονἵας τα μαι Να - 
νο μελών παρο πηρωνΊος ον Ἔ, ι ο (1) ζ 5ἱ .. 
Και ο. πο : ατα ουμε (αν δαν α) 


ι. -96-1ν.--- θκεὺ(-)- αμ). (μῦ(-λ).. 


Ογοι. αν νΣλκ ͵ 


η νςλν. Ὁλὸ .. ΚΑἱὶ ΊαΓλάνοι τον να οψν οι : 
πα ο. . ι(- » : ι Ἔςν) καὶ πο .. ον. 
4-ήας- -. ο χέ, η. -(ακν) (9) 4 οα.ζ. 

3 


.--- 


ὤ, Ἑστω α, μιγαδικός αριθµός ὄχι 
η πο στο 6, με, άγνωστο 


1, ὃ α(Τεἱ Γ2) ρα (2µἱγ2)-5ο9, 


τον ἆ: 


τσ. ν 


ἔι σνώι τα φαιἵαςχιυο μέργι ων 


ἔχουγὲ 


μηδέν, και (5) 


1. Να βρεθούν οι ΤΕΤραΜΡΟΑΜΙΛΗΣ Κ.ΘΕΣΙΔΛΤΙΗΡΗ,- 


δικού -1/ομιΥΣ/2 ΦΩΙτΗτΗΣ Μ 


ον το ᾿ ’ . . ο | . Ξ3 


ο, ἵνα υπολογιοτούν οι ρίζες όν ναι ὦο της (8) 


5. Να ἐἑειχτεί ὅτι 6)-αξύ(Ἴρα). Να κατασκευαστεί | 
το τρίγωνο ΑΔ 2 ὅτου Α, ΜΜ, οι εικόνες 
των αν ᾖε,ζο οτο μιγαδικό επίπεδο. | 
4. ἾἹα σχεδιαστεί το τρίγωνο στη περίπτωση 


που αςλφι 
(966. Ἐν. ὉΠὸ 0) 
ο ος ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο Μο ο ο 
«ΔΥΣη 


1 Ο. τετρα]ον ρίζες του Ἡ ἕάναι νι: 
νς -{Νδιὶ 
ο) 


ρω 
ῤ- 
μὶς, 


μ η δια κ ρίνον 6ο Ὃι9 (6 ὗναι. 
λ- σ(31: ντ). -ἰςα (3. ν) --Άα (ικνο) -- ία ια. 
Ἆρα οἱ ουδέ” Της ναι” 


3 τ αἵ Ἡ αἰντ)- ᾳαἰνι α (1 «ἰνὸ - νὰ ε1) «ἃα 
ο 


η 


ιο α(α 1ος) - ἀἆσ(νε. α(Ἡ ο ης -:) πας ο 


σταρ ἐν ζδ-ααπακακκώς--ρακαι---- μπας το ὑαωών κ 


. | 
3 β. Χο προμᾖοι ναι ἐν. σαι-α-α Χα σι-ας α(ή) | 
δρ. α,-α5ν(αι-α). | 
α, Λ, Μι Και λ ἔλναι ἔκονέει Των α, ὰ, ὂ, τοτς | 
ἰλλιὶ ΑΝ Και (λκ., ΑΜ.) 5 ο πο ο. | 
θ“ το εν ΛΝιΙ Να Εί «Οἱ ιεόσςνρο. | 
4. "Όταν ο - 11: εν 6 αγίο ἶχυ όω τς το {εν ἡ (1) | 
το Δι ἔχυ (3). «ϱἷ ἆλλου επεζὴ αλ (11). 
- 3: κὶ 343. το Σα, έχει 6υν τετογγέν 4 - 


3-3 μοι 34 Ἂ 
2 5 


-- 
. 


-Ὁ- ΑΙΓΑΔΙΚΟ) Α0ἱΘ. 


4 Τα υπολογιστούν οι Ὥτετρὰγωνικές ρίζες του 
μιγάδικού --4γδί. 
ὃ ἵα λυθεί στο , η μ5 4 γΣί-ο. 
Ἡκωώράστε κάθε λύση τη» σε τριγωνομετρική µορφή. 
Ονοµάζουµε ᾖΌ΄τη ρίζα µε µέτρολ,καν 4’ την ἆάλλη 
ρίζα. Να υπολοτιῦτεί ήτο µέτρο καν το όρισμα του 
Ῥσζ/ὅ6΄΄ καιςΞζ/27/ς 


(Ἀλόο. ὓ, ο8μβαὸ-ούΠ8) 





Λὖεη 
{Γ΄ νι αι κειὶ γία ῥιο (τετρυν) τότς 
ο σ-ᾱ -ναὶ . κ ον αλα] τ-ᾗὲ -Ηνί 
.. φτ-ᾱ λαο] όφοντον το 4 έχω 
. κ 5. Υ» κ- αν ενο ϐ) κ εκ -ι4 -ο 
Εν κξ-λν-. ϱ) καν. ο κςίξ. 
ος ει . ψλ.ὰ καὶ χς-ύᾷ "τς 
Ἆρ- ο οι ὰὁ τετρα ζωννας) ρίόε» ὄνοι Σ,«ἵι -μἱ Ζᾳο- ψλεβί 


. β ζιάν ρἱὲ ους θν ο! λ- -- νά α -4-Ηγτ ς .ἃ Ξι γαι 


ε γαι 5 .. -- (ιο) 


ο” νο ἔἶωο ἔχω λνο 2. 





» Ἡ 
. / νι π 
Και ᾱ - Ὁἒι - ισα τα 0 , πί ο (ον ὐ Ξ 
| ᾳ . ὰ α 


{3 ο. ὧν (νΝ 1ε) 


χοε «ζ’ αλλου, ρὶ- |. . Ξ | ο] ] Ξ 
Κάιν αι): αμ. --.. 


ια ..ΗΤ .. Ι9] - .Ι- ο 
ο... 
.ς 


μάι αιο 8 - αγ ” ατοτ' -. 3 εὴ] 


ὧν Ἐν Ἐν Ἐν δα Ἠν πο 


ο Ὃ--- 


, 
παπα π... ὃν. κ. --- 4“ 


-- -. -- 


ρω ὃν 


-- -- --” Ὁ-  ὦὋν ἂν -- 


Ὦ Ἐστω Ἰ η απεικόνιση η ζ- [ι/ἱ στο ϐ, ἔτσι ὠὥώστῷ 
Ἱ | 1 -1οἱ 
ψ2ευ-- 1/2] . π(α)τσσπείς--- 
Να δειχτεί ότι Ἡη Τ είναι Λ-Λ και "επί" του 
ο- 1/2) -» ὃς] καὶ ὅτι για την αντίστροφή 
της Ἱ, ισχύει Ἡ 5 | 


Ἀλυυ, ἩὮ. ΒΟΒ)ΝΝΟΧ) 





ζκιω .. ε(-ἷῇ και -- 12) ΔΑ ιωσνσ Του γίου 
της τ. σε: ᾖ2ς 5 ἀλᾶί ο (01) -ἰ2-1ί 


Σι 


Ἆνς 


ε595 (4 -ἴ]α Ξἰακ- «θἱ το (4! ὑ7 τ{-1ί . α 
ἠ- ε(ευπαισ δεχει Ότι τὸ εί(- ος λε ετέρου 
εχουχε ου ευνεσσ χο]. ! 


ς ἰχ- 8 σ- ἰσ- εί ελ ο 
β.-ἶ ασ -ἶ 


Ζ - τα] εὁ 2 τ τίς). Ἆρ. -. ττ .ς Ι-ι σαν 
νοχὺυ πως 


έώίΏθθθθθοΏθοοωοφπ 


ϐ,Ἐστω ο 1::-2-2ἱ15. 
α. Να βρεθεί ήτο µέτρο του καὶ το ὄρισμα τοὺυ. 


Να υπολογιστεί ο. 3 | 
υς 7ο (μέτρο, όρισμα) 
/ 


β. Ἱα λυδεί στο Ὁ, τπτ εξίσωση ἡ τη. 
γ. Οµοίως η ᾗ 4321241 -2ἱὴ2-0 
(Βλόῦσ. ὮῬ. 1Μ06Ε5) 





--- ΑΙΤΑΔΙΧΚΟΙ Αριθ. 


Λυσή 
αἱ. 5 Ον κλ” .. εἰ η], μ). 


ο 
κ . , παρκ ας ο. ο οσο 
- -4. ΕΣ 


[ρε] το. 68 αιθα; «Φατητος Ο. Λρ« ὸ -4, 


ᾱ γ --ᾱ 69 «ν ο Φ), Ο ου 19 ν ην 19) - 
:Μ (ουν Ία. ος νε 3ς). (0  ρ-: 
-- 
λρ. ὋΌἱὶ η νοεις που Κάγκουγε .... 
Σι 9 ον 5Ξ-ᾱ κΙγα 


ο 16. ὑσ)κα-δς -ᾱι. 
ἵ' σ΄ νθίστ{-θί-ο αν) να ν{ -θἲ κο ες» 
(τί) ς -θναι ϱ (αι) ς α 


Ἆρα ἐχω Ἕς ἍἈἎα ς« λοώδοως. Ί 


4 
αλὺ- - ἂν 5 7. 4- (ντ) 


ῇ -. ο ᾱ- -{- (μι β)ὶ 


Ἱ. ἕστω 0) νε, µια ακολουθία μιγοδικών αριδμών 
που ορίζεταν µε ο Ξ πογὖςζί-λ 8) και τις ἀκόλουθες 
συνθήκες: Για κάθε άρτιο φυσικό ν, το πρωτεύον 

ανῄκει ὅτο ὁινάοτημα {π/ὸ, π) και 


όρισµά του ᾖ - 


επίσης ιν " 
α. ἴα Ἄρεθεί το µέτρο και το όρισμα του ᾖη 
θέτοντας α αἱ [και υ νε υναι να ὀειχτεί ότι η (νς ) 


είναι γεωμ. κρᾶσδος, (1 Ν 5 νεπερειο: 1ο χἀρι7μοϱ) 


-ᾱ-- ΝΙΤΑΔΙΚκΟι ΑΘ. 


λυσΣυ. 
α. (:αι ᾱ.-- -3954 09 « α(-ᾱ αντ) - Α {ων 1ς αίνν 1 


κ. [σοι η ων .- ὃπ 


./ 
. 4 
(1νοι Ξ. τὰ, ἜἝ ο Ἡ ας 
0Ο. τέες τρις ρ)ὁς, ςτορὶ./ τὰ ζει του Ὅο τίο ο κύ Π Τρυν 
«ο το τὺυθο ας ἵπ Των ἃνς«ἃς Ανά ἑ κ ο. Ί- 
Ἕπν 


ται, Ἡ, 3. 
λ θυν ἡκω να το ρω τεύον οριύµο τον τΖι ΐσ 


: . .. «- .οι - 
Ονο ]νάτυ να παρα ο - Χι μι ὀρ ομα α- « σσ-- σπ 





λρ, ᾱι - ἵᾶ (ων «ἳα κἰην :}. 


Ἆα 
Ἆ αγ ολουδίοι (ο) υνα͵, προέ ονὼ) Μ αι, ϱ/ αν κ λεῖα 


5 
α,- Ἡ (κο ἕνω} ν 


.Αα, Ξ (θα 3 αν 


ες) (ων ς «νά. ολ. γω. αρόοω 





.. Θ.Ἡστω (5) το μιγαδικό επίπεδο καὶ µιά απεικόννση 
Ἡ του ῬήΡ έτσι ώστε: σε κάθε οηµείο (ειυκύνα του 
7) να αντιστοιχεί το Μ΄που εἶναι εικόνα του 
με) -οἱΠ-λ εἰ. 
1. ἵα δειχτεί ὅτι τη Ἐ είναν "επί". εἶναι 1-1: 
Φ, Ἱα βρεβεί το σύνολο των σημείων του Ῥ, που μέ- 
νουν αµετάβλητα µέσω της . 
3. απ. Ἑστω (1) η ευθεία µε εἴίσωση χξ0υ. Ν. βρεθεί 
Φη εικόνα της (9) µέοω της Ἑ, ἉἎα παρασταθεί 
γραφικά. 


κ. ο αυ --..- ο-.- ας οκ, «ώς ὧν 
τω --ο---- - ΄----- - τσ. 
-ᾱ--ταασασοσνκαακακκικκακ οκ ο, 


-ο -- ΝΙΣΑΑΙΚΟΙ ΑΡΙἱΘ. 


β. Ἡστω (4) η ευθεία µε εξίσωση ΦΞ0Ο. ἵα γίνουν 
τα (δια µε την α. περίπτωση. 
(8Βλος. . ΤΟΝ) 
ΛΥΣΗ. 


“ ον τον Ἔνχοντα 5 ναι Μ εζίθωθν 


| ο στο 4νσ- τὶς έχε πάντο πεα. λρ. -. θΝἐλλοσνλ0ν 


͵ ” , ' ᾿ , 
Εινσι ςπῃ. (α κά: δε ψ πο ρω μη έξτοω ο» ἓχυ ὄνως 
9 ΗΠΙ : α Ωοι δὲ, ἒιναι 1-4. 


| 
9ϕ τᾳ αμετόθ]-τα δν] ήο , Ἡρ ουὑττουν ο τσ 
ο ως εἶίοωθνὃ σσ] -- ε ᾱ -3ἱς {ία 
| σ-- (τν 9) χ-4 εί-ο 
Αν οἱ ἔχει λνειν ᾱ - ἷλι α.5ί σι του Τατοὺγοο 


| μία Ειναι τα Αι .) Β (οἱ) : 


3) ολα (ϱ) ὡς ο φωνιὰ ἀἶναε, Ὢ ωρ, 


! ορ ο τον εἶναι το Γίο, ν) μαι δίνα ἀἎἍ δικόνο του αριμιὸ 

Ζ-0 3 ος 5 αυτον , αν Ὁστοι χει [δω Ὑν{ς ς ο α ρ.)μό; 

| (ο) Ξ(1ϊ)) -αί(κὐ χει - - ( ' !) ες Το αν Ὁ ς Ίοἱχο λλο.. 

| ος Μ έχυ ορ" Ἵτιυν τετ» ἕνς Και Ὅλον (. ] τδςογγὲν : 

| λα. ΝΜ δν κοὺ« ην (ϱ) ολ ΑΛ τμ ωῦα« οκ. 

.. ἱ Ἠἡ (4) εἶνοι ο προ μσνο «οναι. ᾗω Ὅνχόν 

ο] Ονλύο Του δ(κ,ο) αν Τιότουχε θτουν κ] - ΚΑ κ -Άνις 

| Λ 9 

(κ -1] - (4 -!)ι και ἆθά κ} ἐινόνα ον (] ενα όλο τορ 
Ἶ | ξεεῖοῦ τ» οννωνὀ ᾗ τεςρὺ ἵνα 

αι) μικεο ερ” του -ᾱ, ςλ. το το 

σα Του Ρ, εἷω χα; έιάυωώ οθἵνν (9ο 





ο-----------ι-------. ! 


οι . κ [' εν λωθα χα-!. 


τπτ αι ὧναι Πάντα ”-ν) 


-0- ΝιΓΑΛΙΝοι Αριθ, 


Θ,͵ Έστω Ἡ η απεικόνιοη του 0-20 που δίνεται: 
τ χεο }(2)511-(4 -δἱ)27-ο(5εἱ)1κθὶ. 
1. Να δειχτεί ότι η εξίσωση Σ(2)ςοΟ ὀέχεται για 
λύση καθαρώς «ᾳανταστικό αριθµό. 
ὁ. ἵα λυθεί στο 0 η Ἠ(2)Ξ0. (ἶα λάβετε υπ’ όφῃ σας 
(25 (2-λι)(άγαὔχβ) α,βεός λεὰ. 
5. Ἐοτω ὂᾳ, Ἔων δι, οι ρίζες του β΄ερωτήµοτος, όπου 
.- αυτί µε αυστηρά θετικό πραγματικό µέρος, ὅ, 
Ἱ αυτή µε προγµατικό µέρις μηδέν. Ὑἵα δειχτεί ότι 
οι ὅ,, ὤο ν ὧν είναι ὁιναδοχικοί όροί γεωμ. προόδου. 
(κου. ὁ ακουω 115) 


Φ 6. Α, τας 14.4 σωνηρνυνων «ας --α- “Νν ΄ρσ»ο4 λε) 





σσ 

4. Πρέκει (λιλτο ος (.-5ι) (21) - α(δεὈ λιγκ βί« ο 
Ὦ (1111) (-λλεβ11- 401 4θίτο Ἰζρέκει να θρὺ μιο 
τιμη τον }, Τον νο με ζενιζεν το προγγοτιυό οι ο 
ΦΟντο οτιωο γέρο». “τ ασιες- «5 Ίο. Ίςθ. [ιο 
τα μωδενι ετα' Καὶ το Φαντοθτιωό γέρο. Ἆρ. “1 
νο {καβαρ») Φκντα τικ) Ὄναι Ίρτ δι. 

κ (οναι 1. (ι-δι ω ᾱ δ(69ἱ)23 δις (θα ά καπ.) - 

- ᾖ4(α- αἱ)” «{- 3αἰ)α - ἀδὶ. 


ϱᾳα πρέᾶςι .α-αις{-δὶ 


-δ6- 8 -) αἆξ 1-λι 

-α(Μεὶ) «0-θαὶ ν ϱ--4. 

Ἆρα έχω νο λνθω Ὅδιυ 211 -βί]τ-ε «ο 
θι ἠν οέα) τν έν «ὶ Ζις{ηι 213 -ἀτηί 


ἵ 9. [ρο ναι οἱ Ἅᾗῄιτ η ἄἹςρτλί ἐν α38ν πα. 
λς λοόν ας. ορουό δωμ. Προοίς» «φον ας 24 


( , 

ο. το ΑΡΤ; (80Ο. ΑΙΟΒΒΙΗΝ) 

| ΔΥΣΗ. 

ὧς 4“ Ρ(ι)- {-ἷαι-ιί-κθί-ο 

| 4) «τα {4 -ἰ]ν -3 ν8ι- ᾷ-ε) («ἵνατνε)- “8 ες. 

| α Σκα-ι) αἲν ({-ο)ι-ς. Λα” τον Ἱςότιτο αυὐν. προ 


-τι-- ΜΙΓΑΑΙΚΟΙ Αριθ, | 





. 4Ο; Βστω το Ρ( 0)ς 1211ιά  --ᾱ--πυς 
1. Υπολογίστε το Ρ(4). ἵα βρεδεί το πολυώνυμο β΄βσ- 
| ὁμού (2) έτσι ὥστε Ρ(4)5(2-1)90(4). 

2. ἵα λυθεί στο ὁ η εξίσωση ϱΡ(2)50. 

π, Ώστω στο μιγαδικό επίπεδο τα Α, 8, ἵ ου εικόνες 
| των λύσεων του β΄ερωτήματος, Τν τρίγωνο είναι 


| κόωτει ον εἶιςώδω του ιθοςὰ θμιων Θρων ο του} ευν τελςςτὸ; 
' ότι: α- {-ι 6: 1-ᾱι 

- Ἡ Όα λνοω ιο αν (1-ἴ)α - ἡ-ὃι-ο 
ι | νἩ ἵστα το Χνοτα ἔχει ΄λὐθεν τν τ--ᾱ- ῄτς-ᾷι. 
| | λ Όρη νου εἶνα. θεθοίω (ας Ρᾳ]-ο) νι α.-{.. 


ο τρία θιγὼα, ορ' ονν͵ ὅπως ςίνοι φ «νερο ον 


ο οσο 





| ] 11. θεωρώ το μιγαδικό επίπεδο, (9) και . σηµείο 
' 2). 2ἱ12-2.... 
κο). Έστω η Σὲ (λ]--». με τύπο ί αμ ο 


-ᾱὰ- λλιτλδϊκοι Αριθ, 


- α-- πι - 


1. Να δειχθεί ότι υπάρχουν ὁύο σηµεία Β και Γ 
του Ῥ, αμετάβλητα ως προς την Σ. 


ῥθ. Να δειχθεί ότι η Ἐ είναι 4-4 καν να βρεθεί 
η αντ(ίστρορῇο 


-- - 


3. ἵα δειχθεί ότι η ευθεία Ψψ΄ εκτός του Α, είναι 
αμετάβλητη ως προς την Σ { έχει εικόνα τον εαυτό 
της). 

4. ἵα δεχτεί ὅτι αν 242ὶ [5(2)-οἱ]. | 1-οἱ]- ο. 
5, Ἶα εξάγετε συµπεράσµατα για την εικόνα µέσω 


της Ἑ, του πύκπλου Γ2(Α,τ). Ια προσδιοριστεί το | 
τ, ώστε ο κύκλος Σ, να είναι εικόνα του εαυτού | ] 


ὍὝ -- -- - - - - - -- -- - -.- 


τον.” 
(8ε0σ ο, Α51ΙΕ Ε1 500 - 951 ΕΤ ΑΡΤΒΕΙΗΙΕΙ94 8) | 


Λ1Ση. 


4. ο ομετὰ ῥντοι όνγωο ο προκύψουν ΟΩΔ ὍὉ, λὺςν 


Ἕνς εἲίρωθα5 ίω-τ ναλ. ἀἱσ- «3 Λ Ὃι 
ορ.ν ᾱ--ᾱὁ 


| 
| 
| 
π-ἡίτ Ίδτεο 0: λύοι« Ὃις (ναι Οι ᾱ,: Ὁὗ 2ος -ί ὃν]. 
τα αετό β]ητο ουνεο τα κο) λ(ο,-ι]. 
ἱ 


4. λα νι ὀχίον Ἀίκ, 5 θίαν-5δ πες αρ. 1-1. 1) 
ᾱ- οι ,- 3 η 

| 

] Αν ιο τροφν ἹροωνηΏτοι ςὐκο]α, αν 
. 
ὁ. Το [ν χο: όνψέιο (ο, 4) Ὃ υ ὃ Χει ιο ἐέιμόνά | 
ι 


ειο {, Ἐν θωθνα του ὀρθγο {ηζ]ε ἰμί-ᾱ, 9415 { 
{ν]. έίνοιι δημο ταν ΜἩ- 4ιτλι "πα 


| -43-- Μι({Αδικοὶ Αρ196, 


Οἱ -Ὁ -ᾱἱ2-8 





2-λι α-ᾱἱ 


4. ασα.-ἲ [α- -1:] |- {αονος ας] 
Ξ|-ο]- 


5. Ἡ Ένονα Τον {| {ᾱ-θί|-ε έναι ο κό κλ οἱ ο. 
| κα) αε ο). λ λὰ εσοςς ντ α- κωτόνα 





Φ 9 ' 9 
Τόν γψεὀυ κύκλου Γ΄ ἔινοι τ- τα. 0, ο Κύν Ἆοι 


. | , Ίο -λι 
ςγουν Ὕο ιο αςτρο, αρα Νε ν) ο) θυμπι πτου» πρέΔΟλ 
Οι αὐτίνεύ του. να Τατ ζουται . κ. 9 -Ὅό- ν- »ἱ| ----, 





{α-αι[ς 3 ὰ ροι ΜΜ. ατού μεν» αμ ὧν ο ρα στ, 





... 49. Έστω Μ η εικόνα του ΖΞχφιφ στο μιγαδικό επί- 


ο ΄Οταν ἆ1-ν αντιυστοιχούµε σ᾿᾽αυτόν τον 

δν 7 Ίτι-- . 

χ. ἵα βρεθεί και να απεικονιστεί γραφικά το σύνο- 
λο (Γ)των σηµείων Μ για τα οποία ο 7 είναι παθαρά 
φανταστικός. 

2. Ἰία λυθεί η εξίσωση ἆ φ2ἱαζ-δαξθ (ᾳ ε Β) 

Να δειχτεί ὅτι ουν εικόνες των λόσεων της εξίσωσης 
αυτής ανήκουν στο σύνολο {Γ). Το αποτέλεσμα αυτό 

μπορούσε να προβλεφτεί χωρίς να λυθεί η εξίσωση) 


- -τη- ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ Αριθ. 
ΛΥΣΗ 

4. Το ἑηγεσ Αλ (α) Μου Όνήμνου, ςιὸ ᾖζΘὗυολο (τ) 

ναι αυτά οι, πλ ροῦν Ὅιν τττ- 9 

-ᾱ(5-ἰ). αν: «3 Ὁ (1. τς (--2). μι ρω 

2-5 Χά 1 Μ ο ον κα σχέςον Αν τεαν: "κ Ξ6ὔα ην 

κπη ἆφξο (). Ληλα δα τα θἼγο κ, 4) τον θυνο. 

ου () ἅποςλοὼν Ὀνλύυλο Ἅτων «ρωσνς (). 


5 Ἀ ΑἨκωνν λύνεται ασπλὰ κατο το νωσω, "ως 
Ομω» ψπορυ νο προθ]έψω Οἵν οἱ λύθις των Ονλμουν Ο10 
θὐνολο (γ) Χνρὶ5 προ υ]ού[ένο 40 τν ον Ἵνρω) 

σετω ἁαυὶ µιἃ Ἄνου πω. δι Ὅοι Ίδλνε ὃτι: 

ο μαι -λα -ο ἔδ (κ -- ὅαἡ -λα)»ἱ (ἄκφτλαν ΞὉ 
ο. ο... κ αἡαἆφτο 

Αλκη” 10 χ Ξο ---οι ' Άν λαζα Μ 
ανάυυ οτο Οὐνολο (γ) . 9: ενιαῖσ. 


ἠλὲνν (9) Του Οµάου σον (ἶνσι λίω, Ὑιι εζιοωςο” π]νρω 


Ἄνιμ λ1ἲ Οἱ «λίονοις 





47 Ἱ.Να γραφούν σε τργωνοµετρική µορςή ου χύβι- 
κές ρίζες του μιγαδνυπκού αξΙ6( {-ἶ) 
2. Τια οποιδῄποτε λεΒ θέτουµει 


-{6-- ΜΙΤ ΑρΙΚΟι ΛΡΙω, 
; ιλ .. χ Ίψι(ί Ἰσχύει οὖ οσυνθκἱημθ). 
δι 5 11ἰνούήδας 5 ὃλ Ελ σχ 


α. Ἱία υπολογιστούν ου πραγματικοί αριθμοί χλ2Φλ 
συναρτήσει του λ. 


β. ἵα βρεθεί το σύνολο (Β) των σημείων Μλ µε συν- 
τεταγμένες ςΧλ Φλ) όταν λε(ο,σα). 


ᾶ. Να δειχτεί ὅτι ου λύσεις της εξίσωσης 
[1-4 191) 2-α, έχουν σαν εικόνες τα σηµεία του (5). 


( Βλζ0Ο. Ἑ, ΡΑΒΙ5 1984 ). 





Αυτη . 
4 καί Ἰα[ - ΚΕ} 


ατα οἱ « Ἔν 
σ 
λ ο ον ᾖἾἹρ, δ,, ᾱ Οἱ ατού ῥένον Κω βικἐς πο ἔχουνι 


ΖΞ- ΑΥα ο στι η» :9) 


π- ανα (ων Ίσα κ» η] χ- 1ή1 (ων ο) . 
.. Γι 1. τ] 
ἃ «2, : τον Ἁ{4 {αυν1 νἰ]) πα ον 69 
4 Ίνα ὅν 1 4 Χα 


ταν Ἵμλεην. ν 


ϱ. νο ο δρ» Οχέςν Μετοῦι των Χλ, 4. σνςλά ρυιιὴ 
τῶν ἀ, οἱ ι)ολέὰφω χα νν 1, 6αλ} απ εις ο. ο 

1] οὐ τς ϐ)- λα πο οἱιοὶς ΕΤ ενα, 
ο, κύκλου (3. 


3 Η εἶίθως- γεν σσῖα: Ζ.-(Ὑνί) «ἂν (κοιν, 1) Κοιι 
κ οἱ ἕκν θιαςὸ θιζες ὍὋου «ἆ σου ἕ χουν υἴολο νοσλα. 


Λο δώ προνύπτει ὅσι -ᾱ Ἑ Αν ύ να - Ενί 1 1Υά (ων 1 νωνλ] αρο 


--ἰς-- μιτλβικοὶ ΑΡΙΘ. 


ο ᾗΖ . Τον θναι δεν ἂν ου Εδουι | έυναὶ τις ψορφη” 


’ 


: ςλ 
5 λα ο λνα ϱ χα. ζπογίῖνω» Ου να -ζτο θὖνολο (6). 


πετ εασεεοαπεεοσενσπεσεσες καθε εσ ει κε μτφ ερ εσμΕρμαεΕκδνῬοεο ο Ἡ 


41. ΄ΒἙστω Ζ7ρξ συν εξ- 4 ἵημ ερ. 


2 


1. θέτω ας 2ρ να, β ε ᾖρ 1707 


α. Να δειχτεί ότι 412ρ ζο 17 07 οπ "8, παν 
συµπχεράνετε, ότι τα α και β είναι λύσεις της 


κ 4 χ-4- ο (1) 


οπ 
Β, να βρείτε το α, ουνναριύουι του συν πρ 


Υ. Κα λὐθδίζ η (4) αι να υπολογιστεί η τιµή 
του συν ἃς- 


Φ. Ονοµάζω λο,λιΆδ/Α2,Λ4 τα σηµεία του μιγαδικού 
επιπέδου που είναι εικδνες των {,Το,2ο”, 7ο 7ο 
αντίστοιχα. 

α. ΄Ἀστω Ἡ το σηµείο τοµής της ευθείας ΑιΑ4 
µε τον άξονα Όχ. Να δειχτεί ὅτι σΗα συν ἐς- 

Β. ΄Ἑστω (1.) ο κύκλος πέντρου ο(- 3) που περ- 
νάεναπ το Β(1). Ο (1.) τέμνει τον Οχ στα και, 
(το Ν µε θετική τετμημένη)ε Δε(ἔτε ὅτι ΟΝ Ξ α 
ΟΥ ε β καν Ἡ είναι το µέσο της ΟΝ. 

Ὑό ἵα συνάγετε έναν τρόπο πατασχευής πανονι- 
κού πενταγώνου, Ὑνωρ..ἰζοντας το κέντρο Ο και 
την κορυφή Αο. 


( Ἀλοο. 6 ΑΜΟΝ5 1984 ) 


ο ο ον ΜιΓΑΛικο. Α21Θ, 
ι 


' ΛΙΣΗ 

| 4 α. Ό σρ'νὸ» 3, ὄνα μας πέμπτης τὸ ἕξιων ρίζα 

η | τη» μονσίας. (Ἴκοι. αλ. ο σε (7 1)(1ο «το 15 α...{) 5ο 

Ἱ και επειζὰ 41 ᾖἐλονιε οτ, Αν 12241. «Ο. 

| Ἓχουμι Ίοιπόν ὁχ' ἆθθ--4 (αἱριν ἐἔχουγι ὃτ ) 

ο ο... 
| ἡμᾶ, εΚιλιιό έχω αἲθ--4, α-ἐ--ᾱ. λυς ου μαὶνυ οτι 

] | τα ο κοι έ θα. ο ο τις (4). 

να ῥ. α- ων Ἡμ. «ἴνὴ 1ᾳ. κ ουν Ἡπ. «ην Σπ. 3 ουν η 

| ἆ. κεχ-4-ο ο πι 5 -1ύ5 ,. Ἡ  ετιωὸ οι ζα Ὃι 

| | Όω ὄναι το αἲ ἆουν τα. ο σα Ἕς δαν Ἐλ 

| ον πι» κα : π 
| 


| | . 9 α. Τα αι, Λι, ὰ͵ λ, λς ἒλναι κορυφίὃ 
μον Μονουκοὺ [ενϊμ]άνυ  Εγζρ/Ι»» αἱ κέλλο 


«ωτίνως Α. (πογένων δν ΟΠ - όν 3η : 
5 
κ 






- κ---- -- 


ῤ. (ναι ον - ὅμ-οο: (5 4... -Ινίδ. 4ου ὁᾳ 
1 


»ν 


Όμοιω” ία ὍὉ ου. Καὶ οφον ΟΝ - ὂνν ᾗα αρ 
' , 5 
|  .»- Β ναι μέρον του ΌΝ. 

' [βρίσκω το 6ἡ]μ ἒιο Φ σι, Πρ ο ἑατοιςα Ο Λο. 

Καιαοιενάζω ον Καλο (σα 95) οπου το σι καταθι τα 

᾿ | τρια, δόάφιαα, Βρίοκν το θιψμείο τομ) η, και Οἵο μ έδο 

, | ἢ πουν Ὀλ φίρω ιά δεν. το βρίουω . χορυφ.) Αι, λι 
| | Και μετα εν το ὀιαθρω, τι υπόλοιης 5. 


- - 


-ᾱὃ-- ΜΙΓΛΛΙΚΟι Ἀθ9Θ, 


45.1 Ία λυθεί στο 0 η εξίσωσηξ ’ 

(2) 24. 1224(2-1Ρ1)12-(24 14) 1412-26ἱ« 0 
αν, είναι γνωστό, ὅτι δέχεται δύο λύσεις καθαρά 
φανταστικές. ΄Έστω 74/23 αυτές οι λύσεις ναι 
7ο, 74 ον άλλες δύο 

ῥ. Ἱα δευχτεί ὅτι τα τέσσερα σηµεία Νέο 5, 4 
µε εικόνες τα 4, 22,92392/ αντίστοιχα, είναι κο- 
ρυφές παραλληλογράμμου. 

3, λα βρεθεί ένα πολυώνυμο τετάρτου βαθμού 


Ρ(2)ε 44 6 αἴό 1β12 4 ἤζ7 4 ὃ {(α,βιγ,ὸ, να προσ- 
διοριστούν) του οποίου οἳ ρίζες έχουν σαν ε(ίκό- 
νες στο μιγαδικό επίπεδο, τα σηµεία Ν ,Μ2 ,λί  Μή 
συμμετρικά των ἵά/,λ2Σ,ἐλ αντίστοιχα ως προς 
την ευθεία ῥν Ὦ χ. 


( Ἀκοο 5, ΑΜΙΕΝ5 19θ4 ) 





ΛΥΣΗ 
4. (στο ζο 1ὶ οἶἷα συ ετίορωω. [ότς 
αμ} ο-- (1 - ας) 11. (αν 14 1) Ίς αἰλ -Ἠθίεο «0 
ο εν (21-11-36) «ο 
(Ον πιμίν τον μιὸ ενὶ Του. Και Ὃν νο παρένθὁ ο) Όνς. 
κι ο ὧ5-. Αρ. στου ον Και αρχιοἩ 
ςσιρετα: αν ρ' δώ) [: το Πο λυώνυ]μο (α-τί](191). 
(κομἑνωι ἰσχύει ας) (σ-21) (αν) (1 απ τς) απ οΠου ἔἐχ» 
--Ωηί . θ-4-ΙΔί, ζποψένω οἱ ἀλλὰ ὃδὺο ϱὖω ν.ὸ 
αρκιάὁ {ᾷ6υονταιι απ Ὃων Επ λνίι νι ο να ία 
Εναι Ζς 1149 2«-2-κί 


ϕ το (» κ ο) οχι . έχουν 6το Ἶὶ μ«δωό Ου οὐ τετα, 


ένσν] Μ{ο1) 113,1) (ο, -3) Αι (2, -2) 


-.- ΜΙΤΑΛΙΚΟΙι Άτιθ, 


πολ νοντας του ϐΘυν τελεοτέν κα τεύνυνον 5 ων αἲς,σνε ] 
αν Φα νέται στ! το τετρο πλιυρο θναι παρ α))ιλέχρ αν ο. 
Πν 4 - -τκ32 . Β 1 - 4-1. « αλ, 
µ 9 3 ” 


"η ει 3ο 


ϕ Τα ουγγετρυ» τω» Ττεροεσρω Φ.) νυν κο) 
65 προῦ Τον ΞΧ ἕχου. συντετο γγέν ες! 
Μ, (3,9) Ν. 1,2) Ας (-1,ο) Αι (-, -τ) ἄρα οἱ ρἳ δε” 
του πολυωνύμου ᾖ] εἶναι: αν ας η92ὲ ,7ιτ-ᾖ, ᾱι--2-θἱ 
ςπονένω» το Πσ) 5 (291)(1-3) (2-4-9ἱ) (13 καὶ) 
6 τελὠντος Τις πρᾶτει», και διατάςσουται Ὁς δν όν ς του 


-, υπο]οι{ω τα α͵ 6. ἴν δ. 


456. ΄Ῥστω Ῥ το μιγαδικό επίπεδο και Ρ΄το µιγα- 
δικό επίπεδο εκτός του άξονα χχ; ϐ το σύνολο 
των μιγαδικών καν Ο΄των μιγαδικών εκτός των 
πραγματικών. {60/50 -8) 

Ι. ΄ΕἜστω Ζε0΄καν {εΒ. Ἶα δειυχτεί ότι ο πημὲ γσυνῖ 
δεν είναι μηδέν και αν 25 χὸ φ τα ος 
--. ου... 

Για {εΒ ονοµάζω Ἡ, την απεικόνηση του 0-6 


. Ζσυνί-- Γ 
με τύπο (7) -- τη Ἰουνε' 
3. Να διερευνηθούν τα σταθερά σηµεία του τι 9 


-- - -- - -- -- - 


-30- ΜΙΤΑΛΙΚοι ΑΡἱ6. 


Εξαρτάται η απάντηση᾿ απ την παράμετρο ι- 

Σ. Ἶα δειχτεί για κάθε ζεύγος (44) πραγµατι- 
πνών αριθμών μι Ξ ο, . Στη σουνέχενα να δειχτεί 
ὅτι το σύνολο Ἐ των απεικονῄσεων ἆ. ὅταν { εΒ 
µε εσωτερικό νόμο τη ούνθεση Ίων απεικονῄσεων εί- 
ναι αβελιανή ομάδα» 


( Ἀκόο ο, δις ν’ουΓΒΕ - μὰ 12687 ) 





ΛΥΣΗ. 
4 0 α9μή 6 και ο ενω ς ς Β. Ἆρα δεν μοορου» ν οι 
ἔχουν ὀὗροιομα ο, έκ-τὸς αν ψαδένι οτρυν θυγχρθω) 5 ο 


Ίδο { , ο "μί και ο οὐ{ 


πμ α δ ώονα το. 


τς [ες ανά «αλ. ς (κοων ἕ- ἡμί)α ή, ὁ.. 
ο λ1. αν ους 


" (κ αΡΈπουν{) οσο 
πι ων οχέοθς αυνη υπολογίζεται το προ]γα ιο Χαιὶ Φανοι. 

στιιρ ψέρο; του Ζ', [ιο να ῥΕίνοι τες πρ έπέ Το ἆ Ονται- 
ΦὍωο του μέρο; νο Ύἅνοι 340, Πεάγου ΑΗ Ἔλιν (4) ο 
αρὺλινηώς Του Φοντοςτιιου Γέρου» ου Ἔἕ  ᾖἕἶνα. 
- (κοὺ ἔ-αμί) αμ" 4 (καμε αφυνς) ο ουν . 

. -κὴἸμί ζουν 4 ΙΑ Έκη αμέ ον ο. Ξ θ( η: ο.) - 

η 19 σφου ο ΖΞχεῖν εί. 


() 


3. Πρεκο 57 τἹ πευνς-αμί 2 ΕΙμ1η]γ1-ο 
6ι νρί (11.1) .ο ο 


Ἄρ. δν ζ4 κα ο 6ἵαδερὀ ςπάον το., Μπω-- 


-4- ΜΙΓΑΝΔΙΜΟΙ ΑΡΙ9, 


τιθμον Εἶναι τα 2-τει, το ἔ- γα ο ἐν ένο. οχνμοαομῶ» 
(ἶναι ταν ὦτσις, 


9 (ια ἡιοὖμς επ λε. 
Αλ 1. 


᾿ } 
εως - μὲ .θυν4 "με . 


- 2ημί 1 νυν 
2ω.ἱ -1γ 1. Λμί Α 6νν { 


2.1} εν, ζωή 


: πω οι {- αν αμί- 11μί με -αμ{.ημί ( } 
τημί ςω - 3μ Εξ ὦμ { γλθνν Ί ουν ἔ 4 Εν ξ. ο 


λὰ ετέρου μες σοα(ο ο) ακ(ο) {{] ἍΌοπο, σιαῦὠζεονυα) 
21 (νε γζυ (0) 


ο Τθιχι ογέτρμ8 
«4 ὃρ οἱ ο. τα πθοκύῦτει το ὑ γέλου Ὅιν (9) πρό]μο που 
Οποδειχνῦεῖι την Ί6οτητα. 


(πειδο {α) ΞὔΖ ΓΟὶ { Ξ [ο . φ «6ο 


᾿ «ΝΏ 
Ὑ σα έιναι ου» ἔδερο 6ἴσιχεο δι οὐνδέθν) νν 
6ν» ορυὰ ο ]ν ὃν, ξνεοζὺν δε ος - ο Ξ μα - 
. ὦε: ας. Λωλοίὁ ”. κὰνε Οτοιχεῖο υπ όρχς) 
το ϱυΝ Ρ 6 τριως του, 
Έἶνα. Επίσυν ος’ : ς 
λιλωὰ ω, πρὸ Ἱτ ο) εν, αλ ον ια έιτα α τι. 


-- {οσο 9 νν΄ ῃ .. ῇ μωη ας { 


ασ ντ στο 


μα (ο κ) ο, ., 'Ἔροςς ωιρι οτιωλ. πο ἳ τυ ζύνολο 
σ 


θάΦι ἄντικετοὸ ετιαν ομάδα. ο ον 


- -.  -- -- -- ------ 


-9ἳ- 

41. Τ. Ἱα λυθεί στο 0 η εξίσωση 43 οἱ «οὐ -4 Ξ 0 
θεωρώντας µνα πραγματική προφανή ρίζα. 

Ονοµάζουµε 2ι τήν ρίζα µε θετικό το φανταστικό 
µέρος παι ὄρ, µε αρνητικό φανταστικό µέρος. 

Φ. ᾿Ὥσω 5 Ξ 14, -ᾱ, σι, -7ᾖ4, -72 24 

Να δειχτεί ὅτι το { 85. ) είναι αβελιανή ομάδα. 

3. Ἱα δειχτεί ὅτι τα Ζ4, 2ο είναι µιά βάση του 

διανυσµατικού χώρου { Ο, -Ε,.).. Να βρεθούν οι συντε- 


ταγµένες των 4, νε . ο. Ζ1.2ο) σ᾽αντή τη βάση. 


(Ἀλμσοο, ο Επ Σ, 11045 ) 


ΑὐΣση. 
4. Ἀ πρα [ματι ρἷ(ο τις  ἐεωθως ἕερι Ζτ 4 
9 4 : 
Ἰρ- μη, α4σ-.ςοΟ 639 4-4) (4’-Ζ94)ςο . Ἆρα Σ - {4Ι(/ 
κα 9 . 9 9 : 
2, απο (έἶ-αι οι μη δινέι Κωξιωςν θε! 9 μονό ζα.), « 
4. ο. Το 6ννο]λο ὺ ξκαι κλειστο, ω5 προ} τον πο} [μο. 
1 : ) 
ά]γοτι σετ Ἔς : ατα. , 2 --ὰ, - ω. δα 54. .-.υ 
| / Προ ςί(τοιριστιυ» Κα. σντι ψετοὺς τιω: ιν ὡ τω το ἔνοι 
 διόττες Μον {θχύὺονν Ί) πον Νο |μό. 
} Ον{ἑτέρο 6ποιχμο το 4 
. | όλ πα ἐχε ᾖᾗτο σ.τ.6τροφυ τον ο Χ Ίο -4{ ἔχια 
ον ϐΕΘΩνῖο Του. Ἔο ᾗἩι ἐἔχι το 2, Ἱο -ᾱ, ἐχμ το -ἕ, 


.9 


ιἎροι λνοι «αθςλιοινὺ Ογο σα 


3. ζια νοι δινοι το. Ξ,, 2) βδου, 


| Ἱρέῆςι ο)έο ὁ 
ὝΝὸ ο, ϱ) νο έιναι 1θ-μ: ανς]ά ρττα αμ ο 


ο ο ὑυμαμα 


αν ταᾖς 9 


παν {)ὶ ΜΙΓΑΛΙκοι ΛΡἱ9. 


α. Όα εκάφταςσ» Ὃν τωχδ το Ὁ 2: 010: ες όνναρ-ι 6υ ων 
- οι Ὅο 


ὃς - λ αι αλ, αι ι 6.5) 3 , (1β)). τιοῦ« ονιο! 


Ἀρσγγουνὰ, Φαν τωθτιαο «χο, 


Αν λα Ξ Σοι -ι 
1 -λι «3 
; 3 ὰι - «-γς, 


1ρ. Ὃ ὃν 21 "αρ ᾖουν το 6 | 

ῥ. χι. Ὃν ]εογγα» 4 ὕεὗαιρ υιςί α α«ρέαει 
31. λν1.-ο ο 3-λ.-ο 

1, (106) «1. ϱΕδ]ων ο, (122) 89 (αν 11) το ϱ 
1 ελιτο 
1, -λι2ο 


ο Ουντ έτοιΥ} ἓν 4 του 1. : 
ἴ λ- λι-ο ἀ,.1 


4. 1, 3” Ίο - 1 (1, 9) εἰς, -λ) ο μΒ ”1.-2 .. 1.54 


| ον, Ἴ,λε το αι. 


«ρ- 4 - (1 {) ομοίως 27, 5 (͵ ι) 
Τια Ἅῄτο ῶ ἐχω: 


2, - ὅη μι. 51 λε, (9 | ο... ο ών 





Ἴα . ο, 5(9,-.) : Όμοια Χ οΣ. , 


το ᾳ 


-- -- ο -” -. Ας 


-4 - ΜΙΓΑΔΙΜΝΟΙ ΑΡΙΘ. 


4β. Δίνεται η εξίσωση (4) στο 6 

5 - α[ - συνετ { ἰσυνέ «πμ Ἡ] - ημ- - νημεουνίςξ 0 
εΒ. 

1: Ἱα βρεθεί ο Έώστε οἳ ρίζες να είναι αντίθετες 
Φ. ΄Ωστε η µία ρίζα να είναι 0. 

5. Αν οι 71, ἆρ είναι ρίζες της (4) να οριστεί 
οἳ ώστε [7132] - --τ. 

Ά. Ὑποθέτοντας ότι η Ζμ είναι πραγματική να βρε” 
Φούν ον 74 ναι 72 ὁ 


(  Ἀκοο. 6, ἍᾖῥΡΑΗΙ5) 





ΛΥΣΗ. 


αινζ ΞΟ ϐ που {αἱ γἹ  ουνέτο 6 ενή-ο 


4. Τδι: 


ἔν κι Ἡ. 
β. ῑὸόιι ᾖἜᾶ,το ϐ Ἡς ἓ- αμ ἐ λωῄτο ε; αγίςο 5 ἔ-κπ, 


.. Ἠρέποι [αιαι[ε [-αέ -μέονί| Ξ τς 9 


να λαο - ς 8 ο. ΐ τν αρένα ϱ {επ 4 απ 


4 λ. α,β, επεζἡ ἔλναι θἳὗο ος (1] ὃο έχουμε. 
π-ᾱι[-εοω{ εἰσνι{ η λ{] η Εμ εκατο 5) 
ανα ουν πα, -. ή { -ο 1 - ον {-ης ἐ-ο 
-ᾖι ηλ {ονν{ -'μ ο ἔτο {ο ο Ἅρο.Ἡ. 


25--4 


ἡ. ὦςτἼωτ, Ὢ ἃἄρτο-Ἡ5 / --δυν { 4ὁ ημ 1 ουν {. 


| 49, Εστω Ῥ το μιγαδικό επίπεδο ναι ἅμ, Μ, δύο 
σηµεία του Ῥ, εικόνες των 7ι καν ορ. 

Τι Να δειχτεί ὅτι οι προτάσεις α ναι β που 
ακολουθούν είναι υσοδύναµες» 

α. Τα Μι παι Μο είναυ διακεκρυµένα και τη 
ευθεία 4, Μ. έχει συντελεστή διευθύνσεως 1. 


ων εωαο--ἀκαπαακαῶ κ, --- 


2 
β. Ο (δι 2)” είναι πραγματικός αριθμός 6ε- 
τυκόςα. 
ϱ. Ὑποθέτουμε ότι τα ὄῃ, 7ο είναι λύσεις της 


----------- μα 


2ὲ .. 2 (αφιβ) 1 -λ- α -2ίέΞο 
] Μα δειυχτεί ότι η πρόταση α. είναι ισοδύναμη 
| µε τη συνθήκη ΥΣ οα- - β: φ{3 Ο και αβ .1)0 


| ( Ξ3ΗΙΝ Β, ΑΙΞΗΙΩῦΕ Ρ0 ΝΟΒΙ) 
| 
| 





ο 


| 4. Ἠ (6) .-- 6-- «8 ε3 αν 124 -ὰτιἃα . α᾿ 
| ΕΕ ιο α(κννφι)- α(κονζ) ζω] (αἱ) κ --- 
(κ) τα) εκ: "ας τλκ κιν2 ήν (αἱ) .{ φ” } κ, ΐτ -ἆκιὴι-σκιρεβ 


ϱ) (11) ῄηυτο με (μον) το νκοὶ ὁ 5) 
(κ, η 2λο {ϐ) Αι. ο (1) 

Κι Χε 

Λη το» () -ὗ οἵι απ ΕΧι Τον υγ. κρ Α, Και 11, 


ιά ευ ριρένο 





| ω μα Ἱι- Ἶν . 9 
ο ος |- τμ.” ἀσίλνήνός κ” 


πάν ο ο Ἡ Σκ 
| | κ, ο. ΑΛΛΑ πκε ΦΑιδ- «4. 


«ης «- ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ Α2ἱΘ. 


.. ὼ ο οι. ιός υνομε; ια. των ο, 
ο (1.33). εν ϱ) 1) 13η. ρ «Ἠ 


6 


Ορα 


' 


4 
σει) -Η1ι2. ο λιδα εε ε ϐ{ο- 6 42ο] ἀ 1 Λο αξί εθ ο 
ς , 


ι 


-ἰ(ξοὶ -ᾱσ- τ4) (ξαὐ «9) ο. 


δι  δα{-ο 
οθα4 δο οι. 








90. Αν 7ΕΟ , θεωρώ την (4) Ξ 77 -. 2ης ᾖὐ-οὸ 

π.α. Ἱα δειχτεί ότι (2) Ξο 

Β. Χα βρεθούν οι ὔ , 2ο, δα που γνα κάθε 
7ΕΟ, πληρούν την {(2)Ξ (2-2) { 2 -1ρλ (2 - ὧπ) 
29... Τια κάθε 2Εε0 θέτουµε 

Ἱε(σ)ξ (1-ση)(1-δϱ) 9 (2-22) (1-0) (2-29) 0-ἳι) 
΄Ὥστω Νε, Χο, Ἡ» ον εικόνες των 24, δν 2 στο 
μιγαδικό επίπεδο, ΄Έστω επίσης ένα σηµείο Ἡ , 
εικόνα του αριθµού 7. Να δειχτεί ὅτι: αν τυ 
είναι διαφορετικό των ΜΑ, Μο και δα τότε ο α- 
ριθµός που αντιοτοιχεί στο ῥιάνυσμα 


αν ρωο Ἅι 4 ο .. ο Ἆ ἃ μα Μ. Ἡ είναν ο 
(μ ν) ο  .λ) 
συζυγής του τι) 9 


-- 


2. -----αξςς 


“-ς 


1. ΜΙΤΛΛΙΚΟ) Αριθ. 


υση 
1. ῄ (τη -α(σνὴ ο ο (1-4) (59! «ο 68) 
(1-4) (τεῖ)(α-ἰ 


-υ 


9 ορα κ σα ᾱ --ι ) τί 
έκω 12999 
3. ςισι τω. -. κ. οὓς ν ... . 
1) (α-τν] α-ᾱ) α-λ)) 
ας «Νν... “ ο. --ι . [ - 
τος -λ)ί ας «οί 


χ-(1-θι ᾽ κ- (4.1) έ π (κε) 


αν (1-ν), ν κ (.1) -ε)Ἡ α΄ 
Ἶρα (ζω). κο(ς-θὲ. κο(ς-θὲ. 4 «(4 91)ἱ ν (κ-α 13 ας 
τω) δν πιο (ον 


πδιν ουνέχεα θα υπολογίδω τις ον 
νὰ νος η ο 4 Ὁυς ονοι θα έερώ ... 
που «ντ στοι χὲ ς σεῖο . 
σαν λι(2, ο) Ν. (ο, 4). Άι ο () Ναι, /) 
λρα Μλ Ν «(κ-ε ) η Νε», 3) ΜΝ. (., - ) αρ9 


ς). 


τον 


αἴο ο ὃν «υόο 
απο 


η τν ({) ται . 


ον Ἡ οἵἳο0ι εχδι [] 


σφὰῇ ως ελ ά]6) 


προκύπτει το ω. 





-ᾱὐ- ΜιζΑβίκοι Αρἱ9ο, 


Φ4, Κάθε σηµείο Νίχ,Φ) τον επιπέδου, δρ, συνδέε- 
ται µε τον μιγαδικό 2ξ χΦἰψ. 

1. ΄Ὥστω Ἡ η προβολή του Νίχ,φ) λάνω στήν ευ- 
θεία µε εξίσωση χεά, Να βρεθεί το σύνολο των ση- 
µείων ΝΜ που η Ρ(Μ,Η)Ξ 111. | 

ὁ, Κα δειχτε( ὅτι για οποιοδήποτε Φεί-π,κ), 
το σηµείο Μ που είναι ενπόνα του μιγαδικού 
1 ---ᾱ--- (συν ἱημθ) είναι πάνω στην παραβολή 


- ͵ 9 
δ, Να δειχτεί ότι Φε (-Ἡ, π) ισχύει ας 


. Να δειπῄστη συνέχεια ὅτι ὅταν το ὃ µετα- 


βάλλεται στο (-π,π), το σηµείο Μ(1) µε ΣΞ]τ2095' 


(συνθ 4 ἵημθ) διαγράφει ὅλη την παραβολή Ε. 

4. “Ἑστωί{.Ἠ απεικόνηση του Ἑρ -ο,ΟἩ στον 
στον εαυτό του: 4: Μ(2) -» Ν΄ (-φ). Αν το 9 µε- 
ταβάᾶλλεται στο {-π,π), θεωρούμε το σηµείο (2) 
της ΈῬ με ὅπ-ττοῦνο( συνθν ημθ) 

α. Ια βρεθεί το 4/ᾷ του Ἰάδ() σε τριγ. µορφή. 

β. Ὥστω πια’) το σηµείο του Ἑρ µε α΄ς«συνθ(συνθ. 
ἰ ημθ). ᾖἸα δειχτεί ὅτι το ανήκει σε κύκλο {6 κέντρου 
Ω(4/2,0) και ακτίνας 42. 

χ. Να δειχτεί ὅτι τα σηµεία 0Ο, Ν, κ «Είναι 
συνευφειακάεα βρεθούν οἱ συντεταγμένες του Μπ 
και το μέτρο του. Μα εξηγηθεί πως μπορούμε να 
κατασκευάσουµε το Κ; ξεκινώντας απ το π του σ. 
Ιατασκευάστε μερικά ιέτοια σηµεία. Έπειτα να 
χαράξτε οημεία της Ἑ, απ τα ὦ' µέσω της ύ. 


(Ύῥσςο ο μτὺ ὁν του ὐς5Ἡ) 


Μἰτκῦδίκοι ΑΡι0. 


-ᾱλ- 


ΑΥσηΗ 
4 νὰ 4 μη] - κ-!] καν (εἰς ἡ κε αρα, 
ἰκ-11. νο Ε4 ασ -ἆ κκ, Λι]. πο δ{(., 4) ἕνα" θα χο 
τις πα ρωο] 4. ατ Άκνι, 


4. 0. Ου σλντωῖς ευ το γ[ενη τον 25 -[- ο (ου 1μθ) 


9 


ναι Χ: ὀν ϱ) 1) Νιμ . Ἆος Ἡ Όκορα του ᾗἜὲ 


ως-9 





0 


1οσ.νὸοσ μ{., 4) πρέπει χσ "ας ὤναι ΌὈάῶνν Οἵου παρα - 
ὁο]. να Ἰθχυδὼ: 


”νὸ 3 -Ἀθνν. 1 55 "9 (- ει») που ἡοχνδ.. 
Ὁσ )λ ἰ-θυ«ὃ (ο 9)” {ν ουν Ὁ 


3 |} πρώτη. οχέςν αΠοζεικυύέταωι έύκο]α. Ἶο οηγ ο 
} ἐέχυ δυλτέισ χεις χ Ὃ να τερ ἆ- πα -ᾱς 
ἔργφυ ὁλ ο παρα ο)» ρ Πρέαε, το {ε(-ο ο). ἴωγ οτι 
γφνν ὃι(-α.ἳ) 5 Ἅ- ε(-α 3) ς- 1 ε[--,«ο). 


ρ« 


{, αἷο .-τ 4 γ ον - (ει θυτ)) (ου»» εὐνμν) 


συν 1» 


00 ο ει ανα λυτ'αὰ ψορφ" ἀφεται: α- θὰ 9 9 4γθω9) 

ορ: έχουςε (ουν, η μὸ ου). 6 Κύκλος ἔ όχει αν 
ἰ κ κ) οακ1.. Πράγγαει οἱ ὀυετετο] ἐν του νά Υλλροὺε 
ανω ιν εδίοως» (εύ ωολα 6 εκνετοι], ὧρκ Το κες, 


ζ πανεῦ ζωών ενέαν ζ χω 0 (ο, ο) 
/ 
μμ ο» 
νι (όνν 1, θυή)1μ9) . ρο 6 ασ λΩΣ 





-20-- ΜΙΤΛΔΙΝΟ. Α2ἱ6Θ. | 


| 
Θνντελεοτεὸ κατευθύνσίως . 


ος εφ» ᾿ . ο. εφὸ, να. Ξ εφ Ὁ. ανα τα 


ομ 


τέρςἱρο εν ωδο «ἐ;νοὶ ο πι 


ὄρω ον πμ. (κ.- ο. ο) ο) Ἕβ ἷ 


--ὃ 

η ' : 3 9 ! 
ι, Μ | Ζ 4. Ἆρ. τν ο) Την Τον 9, ἔ χν | 
ἑ να γα’ ε ς. Τροιω ζέίνον το. το ο 
κοι ο βνωο, (ςο νε ἑα ον. ] 


- προέκτρ6» εγω το ο «υ6τοιχο µΜ. 





ως. ώς «9 πο ανν με) | 
Τον ὃν π.Χ. «Μο  (ωθίο Ὁὁ Μ' 

νο ρ'σωέτο! οωιν αντ τω σλευρο τι ἔχα. ιο ἸὉ | 
6η Ὃω (4 ο) ἵχω το μ' (α, ο). Μέεω Ἐὃ } { έχω | 
το (14,9) (µορνφ" ἒνη παράωλι  Ἅχου τοι Κα), 8] .. 
ἀντ'στροφο τρ. νο. Ἴδιο ορ'οµα.. Ν΄ αυω  ὝὍω αν οἷι ωαςσ. | 
αν το λα εχω το μ' καὶ ο  πιας 


[αρ «6ο].» υ 





τι Ν νι 





2. “Έστω ( Ῥ) το μιγαδικό επίπεδο, χαι ἔστω Α | 

παν Μ, τα σηµεία του, που είναι εικόνες αντίστοι- 

χα Ίων Λ-ἰ μαι 7- 324. Ι 
Να οριστεί το σηµείο ἩΜ 


, Εικόνα του αριθμού 


Ζῃ» ὥστε το τρίγωνο ΑΙΜι να είναι ισοσκελές, το Μι 
ὄντας πάνω στον ΟΨ . | 


-- -- -- - - - 


| -ᾖ4- ΝΙΓΑΑΙ κο] 


| ΛΥΣΗ. 
(]ναι προφσνέ ὃτι Όα σ]νρεὶ ἴοηι Μν θχέθη: 
α11) 1. 13 6» ".-5 ς Λη] ἀι: τὴ 


| 93 Ἱ. Να λυθεί στο ση 12 -4-. Οι λύσεις 
να δοθούν σε τριγωνοµετρική µορφή. Κα απει- 
κονιστούν στο μιγαδικό επίπεδο. 


| ὁ. ἰἷα δειχτεζ ὅτι ᾖτο άθροισμα των ριζ.ών 


είναι το μηδέν. 


-- -- ο -Ὁ - ο - -ἳ ον οσπ σπσ οσπσπ π 


3, Να δειχτεί ὅτι: συνᾶ” Εισυνα” Ξ-- ζ 
| Δ. ἵἰία εκφραστεί το συν 5- συναρτήσει 


του συνᾶ” και µετά, να υπολογιστεί του 


συνθ» και το συνᾶ- 


9 :µοίως για τα ημἝς 
| ναι ημε”. 


| (3λσ66. 6 Α.ΤΙΙ5) 
Δάση 
ρι) της μουα ὁ ο: 54 , Ζι:Ξ θα τν .ΙΝΡ νο ᾿ 


1. ἀ “ . 
| αρ τι τι ἐι ' Ζ,- ἐν. ὃτο μιχα δια» εαί «) εὖο 


| ως Ἀ σετο, κορυφέ» Κανονικου πέετα ώνου. 





βΡΙΘ. 


| 4 (ναι οι Ἴνοειὸ τη εἶίρωςν ὁ , οἱ Πεμπτιν τὰ ἶ η» 


ἒλναι 


5 - 
3 4 να 
-- 7 οα όλ 25 ἐν πη2, νὰ, 2. --{ἰ ωδ),, ο αος- 


χ-{ 


μα. ΜΙΕΝΑΙΚΟι ΛΑ’ἱο. | 
1 
3. Πα: ρ'ουτας τα Ἡρωχματύκα γέρ» του προν]οὺ - | | 
μενου αὐροϊεματος 6 χονγε'. 
43 ουν ἆἲ « 6νν ΊΠ.ν ϱνν θᾳ 6 δη ο ἡ 
5 5 5 ς 


4 4 6υι 35. 4 θω Π. 4 ουν πο 1. δω ἃπ γςυν Ἶπ - --4- 
ο 5 5 ο ος οσο, ᾿ 

ν 3 
4 πεις ον» απ... 3 ουν ἕπ -4 (0). προν]ουμεν» σχί6ν 


ἵνς τοι 6υ» ἆπ αν Ώουν ἲᾳ 5 - -ᾱ- ὃ ον Ἅπ. ου ἵπ 4-ο | 
ἳ ε ς 1 . «ϱ ών 3 ο 5 


6” εν {ἲ Ξ -445 ο. λα των (4) έχν το ουν ας. ο 
4 





2Δ. ἩἘσιω η ὃ: 6-0 µε τύπο 
4 (2)572-(6µ5ι) 22119 Τί) ζιο- ἀἷ. 
α. ἵα δειχτεί ότι υπάρχει λεῃ: {(λ)-ο | 
β. Τα βρεθούν δύο µμµιγαδιποί α, β: 
ΖεΒ (1) (σ-κ) (22 γα23β) ' 
ΥΧ. ἵα λυθεί στο 6, ἡἢη ς(2)Ξο Ἡ] 


ΛΥΣΗ 


(5-818 6ο, δ51τβΑ5ΒΟΥΝ6Ε) ἴ 

αᾱ. Ἶο 1.9 .. τα υπολοι κα. ασλά . | 
| 
| 


-ὁ3.- ΜιΓγΑΑλίκοι ΑΡΙΘ, 


ο ος ο ο ο ο ο ο ο  ο ο  οο ο ρασ ο ο  ο ο κτ  ο ο ο. 


25.1. Ἶα πμοσδιοριστούν οι µμιγαδικοί αρι- 
Όὑμοί. ᾖΞ-αφβι α,βεα έτσι ὥώστε ι-ὐ- οἱ 

| 2. Θεωρούμε την εξίσωση (ὁ): 

22-(1 οι) 15 «(εἰ σ-ιο(μ)-ο 
ία δειχτεί ὅτι η (Ἠὐ) δέχεται για λύση | 
| καδαρά «φανταστικό αριὐμό. 
3, ἵα βρεθούν οι λύσεις της (ΒΡ) 

| Δ. Τι συμπεραίνουμε για το τρίγωνο | 
| που οἱ κορυφές του, εἶναι εικόνες των | 
λύσεων της (35), | 
| 


(Ἴλσο. οσὔβτὸ ϐ) 








4 ὦ-σ-ιαὶ 5 ιβ) «5-ι3ί ο 





: α-θ-5 ) Ας ΙώΓς[5-ιεί] ο αι -{3 ϱ 
αὲξ--6 (2) 
0) κ) 3) α-ἲ3 4- 1 δν} Και ἐεπέδή α.θ«ο 


Έχοψς τελη αξ }-ανα 5 -αηλνδ. 


-- . χα αρ. Φοιντα στι ή νεα ειοι ζ--4. 
| Όποτι κ (Ε) Ψὲτα ςχήµα τι «ται σα. ν 


(σαι) | ᾖ- (αἱ) 2 εοδεςι]| (ε: ὁναἳρεςν) 


| 34 ϱ, δουν Ὃν ενα. - 
| Ζ- -λι , 115 οεί(1-ϱ) αι --4Μ(ν{5)ι, 


| 4“. η. ο ωσα ί« κορυ φί; λίαν), Λε (31), λ.α,) 
ινα! ς0 σας λές έφοζον [α,-τι] 5 | ὤ)ι πρα τει ς 


εἶναι! «ίαλὲς. 
κ-ς 


δη - ΜιτΑδίκοι ΑΡἱ9. 


νώααλλοςνααλθάωοιάζζκω ος β0ς... σσ. 


6. ἹΠ. Ὑἵα βρεθούν οι ρίζες ο. ὉἙ  τῃε 
ζ- (41 -52ι)7 α(-{δγοι)Ξο (ὅπου Ζ; η ρίζα µε πρα- 
γματικό µέρος 9θετιπό). 

ὁ. ὃτο μιγαδικό επίπεδο ΕΕ, ἔστω τα ἀ, 8, 
Γ ειιόνες των ὅ2ύ 2/7 -ὖ-ι αντίστοιχα. 

α. Ίία δειχτεί ὅτι ήτο τριἵωνο ΛΑΗΓ είναι 

ορθογώνιο και ͵ να υπολογιστούν οι αλευρές του 
τν Τ8. 

Β. Ἰα προσδιοριοτεί το σύνολο των ή 

Ὦ {ιμερ/ -οἵ, Ὦε κοπῦς οι -20) 


(1400. ΘΗΒΙΡ 5.) 





ΛΥΣΗ 
4. (ναι 4ςλί , ᾖ7--μαβί 


9 α. {ἔἶνι 3} ς {.ἲ 


κ Ἡ ο δώ μι ἃ 
Αγ  πινς ὰ 3 -- 4- 3 


, Γο 





Ἆρα Ασι ΓΏα γαι ἥτο ΛΕβτ Ειναι ορῦο]ὸνο ο Ἱ. 
ί Η ο οᾳ θχέθν [ετασ χο μα Ὁ τε τοι 6 


-ᾱ [ωσεῳ 9] 3 ο. (2) 3 [α 3) 3 (9 Ξ 3Ὁ 


Οπον (ας, ) οι θυ, τε τα χ) νί5 του 6η] μον . 
γρ τελὠνταν τις πρ. έν ͵ κατα όλ» 6ὲ έδίζω ον 


κύνλον͵ που νωι το ος ἐὑνολο θηγΗυν. 


ως -- ΜΙιΓΑΛΙΚκοὶ βρ)θ. 





ο]. Έστω 9 πραγματικός αριθµός: -ᾱ- {9 έπ 
α λυθεί στο ἆᾱ η εξίσωση: . 
(1 «συν 2ϱ)22 -(2ημ209)2 «2-0 


Να βρεθούν το μέτρο και το όρισμα των ριζῶν τῆςοε 


(Ώλσο. σ. ΟΒΙμήΛΙς-ιουῃς ) 


«ΛΥΣΗ 

Ὑ δοδέσα ρᾶ 4 εται : Ζ 6υν -ᾱπημὸσυθα {4 -Ὁ) 
᾿ Για Ὁ- 4 ο ἃ αυχἠ ὑέν ἐχε. Λὺςν. 
Για 1ο « .. 4 Λ - ηἑ δευν 9 -- ευν 9 - - 6υυ 9. 


| ο. ρε; τνς λα, ὅνοι 7ι- θυν)1μ) --ἴσω- 


Θων ϐ 
-- 8}. ὃ - ἔδυνἍ. χαὶ 2ρ- ημδ νε συνθ, . 


| λιἐτρο ορὶδµα: ϐ, δα ρυτες ἑ χουυ το ο. ψέτρο 
| ϱ- η τν ὃ εδ, αφου 6υν) (0). 
εν υν 


| ἄρα ο ρΊτει γράφονται: αι: ρ] οω(θ- 5) Μιημ (9-5) 


α,τϱ/-ς -θ) «ης 9] ἀρο ὃς ὃ-αι ὃντς ὃ 


πο... Μι(λόικοι ΑΘ, 


ΑΛΥΤΑ ΘΕΑ ΙΤΓΙ ΔΙΚΩΝ 


26. 1. Ἱἵα λυδεί στο 6 η εξίσωση: 
(215-42495). εἰ (711) -ο 
ὁ. Οµυίως η εξίσωση: 
(27 - 41195) 5 4 (214)2-ο 
3 Ία ὀδειχτεί ὅτι υπάρχουν οι πραγµατιὰ 
ποί Α, Ἡ, ἵ, Δ που να προσδιοριστούν, ώστε 
μον κα ανν ολ. 2. ) 
χε (χ χαχα) ς(χ αΕχΔ) (χ.νΑχιΕ 


(άκου. 6 ΠΙΕΡ 1108) 
99. Στο σύνολο 6 δίνεται η εξίοωση: 
(5) 22 (11ο 22 1(-- 116 7142-2310 
1. ἵα δειχτεί ότι ῃ (9) δέχεται µια µοναδι- 
πή πραγματική ρίζα παι να υπολογιστεί αυτή. 
2, α. ια λυθεί η (8) 
β. ἵοτω στο μιγαδιπό επίπεδο , τα σημεία 
Α , ὃν, και Τν οι εικόνες των λύσεων της (8). 
(Σημειώνουμε µε Α, το σηµείο µε την μεγαλύτερη 
τειμημένη). ἎΤιν εἴδους τρίγωνο είναι το ΛΒΕΓ, 
2. ὙἙστω (1Ἠ) η ευφεία µε εξίσωση χ56 και 
(5) τἹ{ παραβολή µε διευθετούσα την (1) και εοτία 
το Α. Ἅµα δειχτεί ὅτι η (59) περίεχει τα ἩὮ και 
Γ και να καθορίσετε την κορυφή της. Ὠπίσης να 
σχεδιαστεί ἩἹ (8). 


(1ΑΛ060Ο. 6ο ΡΙΜΗΒΙ5 196865) 


να ἐεκῳφαστούν οι ρίζες 7, της εξί-- 


ο 
: ν - ο -αἳ 
οωοής 35 ουνομιήοει Ίων αμιυμῶν : 5 θνπ/2, 


ὅπου (464. 


αι ΛΑ ιΓΑΔΙκοὶ ΑΡἱ69. 

Φ. ᾗτι είναι ᾖἹο πολύγωνο µε πορυφές τα Δι 
τις εικώύώνες των δι Καταώκευάστε µια εξίσωση 
δευτέρου µμαὺμού, µε συντελεστές «φυσικούς που 
να επαληθεύεται απ΄ το αξσυνοπ/5 

Φ. ἾἹα λυὺεί αυτή η εξίσβση. ᾖἴα υπολογιστούν 
τα συνοπ/ῄ5δ, συνᾶπ/»δ, συνπ/», ναι συνΒβπ/5. 

ΑΔ: -ε κάθε μιγαδικό αριθµό , διαφορετικό 
του -ἶἰ, αντιστουχούµε τον π-ατη- ο ἵα υπολογί- 
σετε τον μ, συναρτήσει του ᾖ7. 

5. ὑε τη βοῆδεια των προηγουμένων να λυθεί 
στο 6ο, η εξίσωση (α -1)2-(ων1)2. ἵα παρασταθούν 
γραφικά οι ρίζες της, 

6. ἾἹα ερμηνέφψτε αυτό το τελευταίο αποτέλε- 


σα καθορίζοντας το, σύνολο Β των σημείων ἡΜία) 


τέτοιων ὤὥώστε: πα αμ 
μι 


(ὁομουδΕ ἵ, οὐ ύ Ἡ 1985) 
ΔΙ, ΙΤ. ἂν τὸ α εἶίναι μιγαδικύς αριθµός µε µέ- 
τρο ἆ ναι όρισμα Όε(ω,2κ), να βρεθεί ήτο μέτρο 
και το όριώωµα του μιγαδικού 7 που ορίζεται απ΄την 


7-- 


ον πα 


ὁ. ᾿εωρούμε την εξίσωση στο ο; 
(58) (221) (1). νε. ᾖ[αρατηρώντας ότι 


το -ἵ- είναι λύση της () να λυνδεί η (ὔ). 


(μσσ. 6 ΝΙΟΡ 1984) 


ο... 


52, 1. ἵα βρεθεί παν να παρασταθεί γραβρικά το 
σύνολο ἡ των σἠμείων Μ του ΡῬ, που είναι εικό- 
νες τυν ὅ ν Που πληρούν την 1 (ας εὖζ) 4990, 


.: -- ϱ .”.- α. ᾱς Ἡς ἵ Νιαεςς Αν ὁ δν ο ως . ο) 
ία κίοωριστουν οι κορυφές , οι εστ(ξς Αθ  Αδίὃ ΩΣ ο τΙΝΟΣ 


- ξ 3 κα . 4 / 


3 -- μιΓΑλίνον Α51Θ, 


ασύμπτωτες. µᾗ{α βρεὺούν οι Ὑγωνίες των αουμπιώτων 
με τον Οχ. 
Ὁ. Ἀοτω Ἡ ἕνα σηµείο του ΒἩ, εικόνα 1ου ὅ. 
θέτω {2Ετ και ἔστω 9 το όβριοµα του Ζ. Ἶα ὑπολογι- 
οτεί το τ, συναρτήσει του συνθ. 


(Ώλσο. ο πουιουδή 1984) 


23, «Ἱστω η εξίοωση στο 0: 
(19) 1-1) 2 οπί στ νο1(1-ἰ}2-2216ἱ-0 

1. Ἶα δειυχτεί ὅτι οι ρίζες τὴς εἰίοωοις : 
στ (1 ιοί χιρὶ-0 εἶναι και ρίζες της ()). 

2. Ἶ-α επιλύσετε την (1), «θέτοντάς την οτη µο- 
ρφή [ρζ-4 «2ἱ)242ἱ] [12 κασβ] -ο α,βεο, 

5, Ἶι εἴδους εἵναι το πολύγωνο, πον σχηματίζε- 
ται απ΄τις εικόνες των λύσεων της Ε} 

(οιουρω 1, 5 1οδή) 
4. 9ε [ο, 2π) 

1. α λυθεί στο 6, η εξίοωση µε άγνωστο το 
δι: ἴτὲ-(2ὗ συν) 2ε22ὸ 
γωνομετρική µορφή. 


9. Στο μιγαδικό επίπεδο, θεωρούμε τα οηµεία 


Ξ0. Να δοῦδούν οι λύοεις σε τρι- 


Α παι Β, εικόνες Ίων λύσεων της εξίσωσης. ἴία 


υπολογιστεί το 9 ώστε το ΟΛΒ να είναι ισόπλευρο. 


(606. ο ΒΟΤΛωὈ χ) 


-- -------.,αο- ας. ---οοωα..αςρν -- 


ο 9 -- µιΓΑδίνοὶ Αι 


35, Γστω η απεικόνιση του σ-ᾖ-ᾱι στο 6ο 


που ορίζεται απ΄τον τύπο: (7) {σ-1- 


1. ἴα βρεθεί Ἠμαϊ να παρασταθεί γραρωιά το οὔ- 
νολο Ἠ των σημείων ν που είναι εικόνες των 7, 
έτσι ὤώστε Ε(2Ζ) είναι πραγματικός αριθμός, 

9. ὉΌμοίως το σύνολο Β» Των σημείων ΜΜ, ὤώστε 
το όρισµα του ΕΓ(7Ζ) να ισούται µε π/ὸὃ. 

3, Οµοίως το Ες ώστε ήτο μέτρο του Ε(σΖ)Ξ-2 


(ΒΑσσ. Ὁὦ Ῥοβρυλύς) 


-- -- -- -- ἵ- --- ἵἱυϱν---ωυαου- 


3Ἄ6 ἵ. ἅἾα επιλυθεί στο 6ο η εξίσωση: 
σ2-(2921)7219(2 41) ζ-ο 
. Ὁστω Α, Β, Ὁ οἱ εικόνες στου µιγαδι- 
΄ -. « ΄ ΄ . ΄ ΄ 
μὸ επύπεδο των λύσεων αυτὴῆς. τα δειχτεί ὅτι 
υπάρχει σηµείο ἂ, µε µηδενωιή τεταγµένη, διά- 
φορο απ΄τα Α, Β, Γ που ανήκει στον κύκλο {ου 


ορίζουν αυτά. Ἶα βρεθεί η τεταγµένη του Δ. 


(μλσσ ο. σολ) 


Ἄς, 1. α. Εστω ο αεᾶ. ἴα λυδεί η εξίσωση: 


(ρ ) ζεσ 
α, 2 
ζ---ο2συναι|-0 


Β. τα δοθούν σε τριγωνοµετρική µορφή οἱ 


ρίζες της ος οἳ 1. 


στ 27 "συνα 1-0 νεΝ. 


«ΝΟ -- ΜιγΑδικοι Αθἱ9, 


δ. ο. πάθε νεΝ, αεΒ, 2ε0 ὁὑξτουμε 
να (2)- 5-7 συναφλ. Δεχώμαστε ὅτι Ρα(2)- 
(2: --2Ἴσυνα/νει)ν.. ζ- ο... 
[2 22συν(α/ν να δλπ - «4] και σημειώνουμε 
Ρας 2)- Πρ 6 27συν(5- «Ἐν τ) κ] 


α. Ἰα υπολογιστεί το Ρ.(4) και 


9” 


ότι Πνμζς)- ημ. τῇ) 


κ. 


να δειχτεί 


Β. Για κάθε . π) Ἠαι για κάθε ν»ο 9έ- 
τουµε Η (α)- η 6ννν ) 
Ἶα δειχτεί ὅτι για αξο͵ ον μ να) - μα 


.ν 
γ. Ποιό είναι το ὅριο του Η νία) ὅταν α-ι 05 


δ. Ἱα δειχτεί ὅτι νο 


-4 ν 
ημδημοΣ 9694069 46οσουο υμντκαν. 


(Ἄλσοα 8. ΡΛΗΙ) 


ορτ- --ἳ.----ςφα. σα ο ϱ--- ο ο... -- 


| 


μμ ικἰ --- 


αιμα 


ΤδΙΩΝΥΜΟ ΤΡ10ΙΙΥΜΟ 


Δίνεται ῃ εξίοωση β΄ βαθμού 

χ 9 (μ-09) χ ο 1-2μ Ξ0 Ἠ{µ παρόμετρος) 

{. να δεχτεί ότι δέχεται πάντα δύο ρἷζες 

2. Πάνω 6 ἐναν. όζξονα ΟχΧ,θεωρούμεο τα σηµεία Μ.Μ ) 
µε τετμηµένες τα ΧΙΧ΄ (ρίζες της αρχικής).Για ποιάἀ 
µ, οι κύκλοι µε διαµέτρους τα ΟΜΗ:0ΟΗ᾽ ερόπτονται εξυ- 





τερικά; (Να µην βρεθούν οἱ ρίζες). 
"Αν 5 εἶναι το άθροισµα των εμβαδύν αυτών ἵων κύκλων 
να μελετηθούν οι  µεταβολέςπτς ν .. (ουναρτήοεις τουγ]., 


1. Για ποιά µ, ιοχύει η Χὶν Χ᾽' 250: 
2κ «χ 
““ 


; ϱ , , 9 9 ϕ 
4, Υπάρχει οχέση μεταζύ των  , ἡ που να είναι αᾱ- 


νεζάρτητη του µ; Για ποιά µι, η μιά ρίζα είναι τριπλάσια 


της άλλης τ]ία υπολογιοτούν τότε οι ρίζες, 


Λ γ τ μ 

{, Ας (µε {4 Ὑ0. Ἆρα έχω πάντα δύο ρίζες. 
Για να ἐξετάσω το πρόσημο παρατηρύ:.βρα1-2μ και 55-μτὰ 
Αν λοιπόν 1-2μ)0 μςὶ το 5 είναι θετικό και επομένως 
οἱ δύο ρίζες εἶναι θετικές. Ενώ για μὶγὶ οι Σύο ρίζες 
ετερόσηµες. | 

2, Οι δύο κύκλοι θα εφάπτονται εξωτερικά αν και 
µόνο αν, ἵα σηµεία Μ΄και Μ΄, βρίοκονῖαι εκοτέρωθεν 
του 0, δηλ. αν οἱ ριζες είναι ετερόσηµες δηλ. αν μλὶ. 

Το ἀθροισµα ἵων εμβαδύν εἶναι: 


ϱ4 5 ᾷ 
5, Π(άν χἩ) . πίς 20) ο π ἳ μι} Α 
1ο ολων ο - - ο----------------αωπα- --- «σα ον ος ϱ ο ρα Ώ - ας 
. ή α πο (μ µ 1... : 
εω -ὐμι). 


5 





ο -ᾱ--ο ο ο --------ᾱ 


.. --------- -οὁ - 


- π-- ---- 


| | Ραςςὸδ]ουγθὸῖ ΡΟΠΙΊςΠΘΟΥ. η 


εκ. ο -- --- 


ο» ΤΡΙΩΝΥΜΟ 


θα µελετήσω λοιπόν τις µεταβολές της Υγ,µόνον όμως 

για μ)ὶ αφού τότε ιοχύει.Λλυτές δίνονται απὀ το πί- 

νακα., μι } 1 το ΚΟ η γραφική παράσταση 
Ισ ὃ 6 Ἅ νὉ της Υ είναν, τµήµα της 

ελ. παραβολής. 
3. Ἡ σχέση που δίνεται γράφεται; 

χὁ «κ νόχ χ «ὐ ἡ 5 ν4ρεθ ἡ (3-μ) «4(1-2μ)«0 ἡ 

μ -14μι12ε0.0ι ρίζες είναι μ΄ -Ί και μ΄ ς13,Για µξί 

η αρχική γράφεται γ) -2χ-120 με ρίζες «ΥΣ κ.λ.π. 


4.Μια οχέοη των ριζών ανεξάρτητη τουµ, δινεται 
από ο-ὖ-μ ρ:]-2μ άρα 25-ρ55 δηλ. 

2(χ Όνχ κ χε, 

Όταν η µία ρίζα ειναι τριπλάσια της άλλης έχω: 
χ κλχ"' 
χἰχ -ᾖ-μ 
χ χ 51-ὂμ απὶτις δύο πρώτες έχω 

χ Ξ3Αχ΄ 53 - . Αντικαθιστώντας στην τρίτη έχω 


8 ἀ ς ι 
Το (3-ν) -{ἰ--μ  ἡ 3ἃἂμ τ]14μι11-0 µε ρίζες τα 
µ ε-{ καν µ-- 11 . Αν μξ-ι χε} κ 5 
. 1 5 9 
αν ν. - 1 χ» χ ς -- 
ττ 3 


ο οι ---- ---υ-υ-ἆ ο 
9 
. 







ο ουσια μσσ ο ο ο Ὁ ϱἹσσ, 





ΤΡΙΩΙΝΥΜΟ 


. 
ο --ὁ0--ωἈλλλο 


᾿Εοτω οι εξιοώσεις (ἳ) κ εμχ-ἰ50 (2) κ χσὶ50 
, ἃα δειχτεί ὁτι αυτές έχουν πάντα ρίζες και 
να μελετηθεί το προοηµμὸ τους. ία βρεδούν οι ρίζες της(2). | 
ο ᾿ αν λος 
2. θέτω Γρ) Χ "μχ-{ι και κ) χΧ “χ-Ι. Εξοτω 


χν Χν (χ{χ) ου ρίζες της (1) και α, β (α«β) οι | 
ρίζες της (2). Να δειχτεί ότι {(α)-α(μνε]1).ία δειχτεί ο 
δε ότι αν Ν)-{ τὀτε ο αριθµός α βρίσκεται ανάμεσα στα Ἱ 
χν, χ'᾽. Επίσης να δειχτεί ότι αν Ἠ) -Ι. ο ἂν, εἶναι µε- 
γαλύτεροξς απὀ το χ΄ «να επανολάβετε την προηγούμενη 


µελέτη για τις σχετικές θέσεις των α,βιχ, χΧ᾽΄, όταν η] 
μέ-!. ο 

3, ἰία κάνετε οτο ἰδιο αούὐστημα τις γραφικές πορα- 
οτάσεις {Ε) και (0) των συναρτήσεων γ χ7 -1 και | 
γ5 χ -χ-Ί. Να δε(ίζετε-ότι έχουν ἑνα κοινὀ σηµείο του | 
οποίου να υπολογίόετε τις συντεταγμένες. Ἡ 


4. Να εξετάσετε πως αυτές οι γραφικές παραοτάσεις | 
πιστοποιούν τα πορίσµατα της {2) ερύτηοης, οχετικά µς Τις | 
θέαοεις Των αιβιΧ εΧ  ν για µια ωριομµένη τιµή Του µ. | 

βδεςᾶ Ἰδυγδὸι Ερδηςς πεῖγορ) 
Σ Ἡ 
{. Όι ακραίοι ουντελεατές κόθε εξίοωσης είναι ε- 
τερόσηµοι.Λρα έχουν πάντα ρίζες.θν ρίζες αυτές κάδε | 
εξέσωσης εἶναι ετερόσηµες(Ρζ0) δηλ. χ ζ«Οέχ᾽᾽. Όι ρίζες , ὁ 
της (2) είναι χ. 1-5 χο 1«γδ 
ζ 2 








Ὁ -----οοοο 


3 
δ, { (α)ξα -αμ-{. Επίσης 9 (α)-ο -α- 1:40 
ἃ 
α -αν{. θἐέτω τη τιµή αυτή Του α οτην προηγούµενη αχέοη 


ΤΡΙΩΝΥΜΟ 
.Δ- 
ἔχουμε ἵ [α)-ανίταμ-{-α(μν1) | 
Αν τώρα μ)ὶ)- 1 μ.120. Άρα Γ(α)«α(με1)«0 αφού α-« β 
και οὐ α,β, εἶνοι ετερόσηµοι.Η προηγούµενη σχέση | 
δείχνει ότι χ΄ {αζχ΄᾽ 
Οµοίως δειχνουµε ότι {(β)«β(µιε1))0 άρα ο β βρίσκε- 
ται εκτός των χ, Χ᾿, δηλ. τελικά έχω χζα«ζχ᾽ «β | 
Όταν µέ-{ ἡ µεΙ(θ0 το Γ(α)-α(μντ1)»0 και το {(Λ)«0 
δηλ, τότε έχουμε α(χ.(β(Χ᾽, | 
3. Όι ὅυο καμπύλες (ΓΕ) και (0) εἶναι δύο παραβολές» 
(Κατασκευάζονται ευκολα). Όι συντεταγμένες του κοινού 
σηµεῖου δινονται απὀ τη λύση της κ «1Ξχ}-χ-ι χΞ0 | 
Άρα αυτό είναι το (0,-1).Τα σηµεία τοµἠς µε τον 
άξονα ΟΧ εἶναι τα σηµεία μετετμηµένες το -Ι,ί για τη 


µια και τα 1-Υ5 , 1496 για την άλλη | 
2 2 
4. Ἡ καμπύλη (Ε) προκύπτει για την τιµή μεθ δηλ. | 
ἐίναι η περιπτωση όπου . -4.ἔκεί ισχύει χ΄ζα κ «β. 


Πράγματι ιοχύει νι ο εἰ ζ-ἰἶν αν 





αἱ . αἱ είναι ρίζες της (χ- χε) (χ χ) «κ5ῦ | 
Η ανα. επεκτείνεται ὔτα 6, χ.ο ος αι). 


᾿(ἴςο]ο «ρες{ὰ]ο ἆθ πᾶςὰπ{9υϱ). | 





ΤΡΙΟΙΥΜΟ 


τας 
Λ Υ Σ Η 
Αφού τα Χ,, Χ, είναι ρίζες της (χ-αι)(χ-οις)υκ τότε 
έχουµε την ταυτόζητα παραγοντοποίηοης (α. 1) 
(χ-αι.) (χ-α,) οκίχ-χι )ίχ χα) | 
(χ-αι) (χ-οι) «(χ-χι) (χΧ-χε) “κ.λυτή η οχέση δείχνει 
(Παραγοντοποίηση) ότι τα αι ,ακείναι ρίζες του (χ-χι) 






σἵω η γα ερχηι 


.. Να προοδιοριστούν το α,β ὡοτε ες .4 για χε]. 


Να παρασταθεί γραφικώς (5) η συνάρτηση που θα προκύψει. 


2. Εστω Α(0. 17 |. ἰα γραφεί η εξίσωση των ευθε(ων 
πο 


ποὈ περνἀν απὀ το Λ.(παράµετρος μ).Για ποιἀ µι η ευθεία 


εφάπτεται στην (Ρ), 


3.Να δειχτεί ότι απὀ το Α περνούν ὅνο εφαπτόμενες 


οτην (Ρ) κάθετες μεταξύ τους.Να βρεθούν τα 6ηµεια τοµής 


τους µε τους ἀξονες, 
4. Εστω ὃ σηµείο της παράλληλης προς τον ΟΧχ, απὀ το 
Λ. Να δειχτεἰ ότι οἱ εφαπτόµενες απὀ το β,οτην (Ρ) εί- 


ναι κάθετες μεταζύ τους. 


(Βεεεὰ]δωγέδὶ {109Πᾶ ἐς } 





ΑΛ Υ Σ η 


α. Το τριώνυµο παίρνει άκρα τιµή για χ-«- β | 
2 


Ἆρα”-β.  ενὐ {{1)5α.1β.1}.ἴἔχω λοιπόν το οὐοτημα 
26 


ΤΡΙ ΩΙΙΥΗΟ 
ώς 
βζ--έα 
4«ατβν} δηλ. αξ-!, βΞξΣ.ΒΠ συνάρτηση είναι λοιπόν η 
γα -χΣ ε2χε1. 

Η γραφική της παράσταση είναι παραβολή, µε τα 
κοίλα κἀζω άξονα ουμμετρίας Τον χ»-Ί και κορυφή το 
σηµείο (1,4)].Κόβει τον Οχ στα (-{:0),(4.0). 

Β. θΌι εξιοώσεις των ευθειών που περνάν απὀ το 
ΛΑ, είναι γ:μχεΙ) . Αν αυτή η τυχούσα ευθεία τέμνει 
ζην (Ρ}) οι οταν νεο των σημείων τοµής θα είναι 
ον ρίζες της χε δχν«μχε]} .θα εφάπτεται λοιπόν στη, 
(θ) αν η προηγούµενη εξί(σώση έχει διπλἠ ρίζα (ἱ κοινὸ 
σηµείο) δηλ. αν Δ-0 ἡ (μ-2)) -5-ρ μ΄ «2-(5 μ' 5θιί5 


γ. Όμως τα µ΄και µ᾽ είναι συντελεστές κατεύθυνοης 
των δύο εφαπτοµένων απὀ το Α.Κκαι είναι μ.μ ὁ-ί, ἁρα 
αυτές είναι κάθετες μεταξύ τους.Η πρώτη τέμνει τον 
Οχ στο σηµείο µε ο. ο χ.- 17. {7(Υ5«2) και 
πο Ι1(2-(») µ 4 

ὅ. ἔοτω λ οι αουντελεστές κατεύθυνσης ἵων ευθείων 
που περνούν απὀ το παντα” Τότε η εξίσωση των ευθειών 


αυτών εἶναι }Υ.λ[χ-α)κ1] . Τα κοινά σώµεία αυτών και 


της (Ρ}, (οι τετμημένες) ὄννονταιν από τη λύση της 
«χ  «δχε}ολ(χ-α)ν 17 ἠ χγ ολ -2)χ-λανδ .0 Άρα έχουμε 


επαφἠ όταν ΔΞ0 λ7-4λ(1-α)-1-0.(1) Άρα για κάθε 

α, δηλ. για οποιαδήποτε θέση του ϐΒ, πάνω στην ευθεία 
της άσκησης, οισυντελεστές κατεύθωνσης ἵων δυο εφα- 

πτομένων,ίρίζες της Τ}) έχουν γινόμενο δι δι 5-ἶ δηλ. 
οἱ εφαπτόµενες εἶναι κάθετες. 


ΤΡΙΟΙΗΥµΟ 
κα 


ἂν οεμεεε οσνεε ορ ρακς εβρ σνεσεαΕτοσεεςεεερπεεεως καστ, τεοκκρ σος Θεποσεσασττας τε οεεβραεκξυρτεµεΕπ ΕΕ νετ τεςς-ειαεροο εσενα 
ς, 1.Αν µ είναι παράµετρος, οχηµατίοῖε την εξίοωση β' 


βαθμού, που δέχεται για ρίζες τους αριθμούς 
χ τμ] , χ «χὸ .6χ  τ10 


2. Πότε η εξίσωση αυτή δέχεται διπλή ρίζα, αντί 
θετες ρίζες, µία ρίζα μηδέν: 


1, Ία διερευνηθεί η διαφορά χ᾽- χ για τα διάφορα μ 


4, Πὸτο η διαφορά αυτή είναι μέγιστη και ποιά εί- 
ναι τότε; 


5, Οι ρίζες χ᾽, χΧ᾽᾽ είναι ουνορτήοεις του µ.Παραστή- 
σετε γραφικά, πάνω στο [διο σύστημα, τις μεταβολές των 
ουναρτήσξων αυτών, όταν το µ, µεταβόλλεται.Με τη βοήθεια | 
των παραστάσεων ουτών, επαληθέψτε τα πορίσµατα ἵων 
2.1.4, ερωτήσεων. μή 


(θδες. «ἑείθ τθεΠ.ΕΓ2ηζς6 πέϊῖγο 
Α Υ Σ η 
.ο 4 9 3 ͵ . ο 4 
1. χ «χ «6χ΄  ν10ομµ’ τΊ. Άρα χ νχ 'δμ υµτά και 
κ χο (μνὰ) (μ” 1) .ἡ ζητούµενη εξίοωση είναι η 
ι 
χ {μὲ νμνό χο (μν 1) (μὸν 1) «0 (1). 


2. Διπλή ρίζα σηµείνει χ΄εχ΄ ΄ μν αμ ν! μ-μ-2εθ 
που νοχύει για μµ᾿Ξ2 με! 

Αντίθετες ριζες οηµαίνει χ΄«χ΄ 509 μ΄ νµτάςθ η οποία 
δὃεν έχει ρίζες.Άρα ποτὲ δεν συμβαίνει να υπάρχουν οτην 
(1) αντίθετες ρίζες. 

Για μηδενική η µία ρίζα:Αποκλείεῖοι η χμ" 120 
πάντα. 
Άρα χ εμιε2Ξ0ῶμ--Ί οπότε η χ  ΞΙ0 


| 


ΤΡΙΩΗΥΗΟ | 
ο. 

1. χ «χ ξ-μ) εμεὂ, Ἡ παράσταση αυτή ειναι μηδέν | 
για µ΄ς- { και μ΄ Ξιντὸδ θετική όταν -Ιέμζὸ και αρνητικἠ 
για τα υπόλοιπα µ. | 

Δηλ. οι ριζες ἔχουν ως εξής: | 
χ αχ όταν µ.-ἰ ἡ μ-ὸ 
χ ὃχ όταν »1έμ«ὸὲ 
χ(χΧ᾽ ταν µς-ι ἡ μ)2. : | 

4. Η διαφορά επισης γράφεται χ΄-χ᾽ε-(μ-]1) ν 8 
δηλ. είναι {ση µε 3 όταν μ.ὶ και μικρότερη απὀ 3 | 
το 9/4 όταν μή Ἱ 4 


5. Η χ΄«μν] είναι η ευθεία (95) που περνάει απὀ 
τα σηµεία (-1.0) εί 192) (2,5) «Η χμ)! είναι | 
η παραβολή (Ρ], µε τα " κοίλα πάµω” καὶ κορυφή το | 
Α(0,{).Τα κοινά σηµεία Των (0) και (Ρ) είναι χ σ«χ -2 | 
όταν µ:-{ και χ΄«χ᾽ 55 όταν µ.2 (ζη ερώτηση] .Παρατη- «| 
ρούμε λοιπόν για τα διαφορά µ, ότι το σηµείο µε τεταγ- 
μένη χ΄που βρίακεῖαι πάνω ατην (ϱ) βρίσκεται "πάνω" 
(μεγαλύτερη τεταγμένη] απὀ το σηµείο µε τεταγµένη χ᾽ ) 
που βρίσκεται µπάνω στην (Ρ) όταν -Ι{μ(ζ2 όπως απεδείχ- 
θη στην Ίη ερὠτηση. Επίσης η χ΄-«0 µόνο για µ:-1. | 
(ΜΗ γραφική παῤάσταση των χ΄,χ΄ γίνεται σε ορθ. άξονες 
ί οπου οἱ τεῖμημένες εἶναι τα µι, και οι τεταγµένες τα 
χ (χ ,χ᾽  ].Αν επισης χαράξουµε την ευθεία (0 ... 
της (0) ως προς τον 0µ, παρατηρούμε ότι ὅεν τέμνει 
| την (5) ὅπλ. ποτὲ δεν έχουµε χ΄ αχ (2η ερώτηση] | 


ο .. . Ὅτωμουμε την ΥΓ ΧΛέιμΙχιμο 


{ια μελετηθούν οι μεταβολές της (μονοτονία, ο” 
και στη συνέχεια να παρασταθούν γραφικά οἱ ἔζο και ορ 


-. -ϱ ο - --- “αν ---- -- 








| καμπύλες που αντιστοιχόὀύν στις τιμές μξθ και 52. | 


| ΤΡ1ΟΝΥ Μ0 
-9- 
(2. Να δειχτεί ότι, οταν το µ μεταβάλλεται, οι καµ- 
| πύλες (6Η) των συναρτήσεων γ περνούν απὀ οταθερό οση- 
| µείο 1. 
| 1 α. Για ποιά µ, η καμπύλη (68) έχει ἕνα µόνο κοι- 
νό σηµείο µε τον άξονα 0Οχ:; Να βρεθούν αυτά τα µ, οἵα 
οποία αντιστοιχούν. οηµεία κοινά µε τον αξονα Οχ. 
Εστω Α,8Β δύο τέτοια σηµεία Ποιές είναι οι τεϊτμημµένες 
τουὸ: 
β. Για ποιά μι η καμπύλη (6μ) τέμνει τον ΟΌχ οτα 
Μ΄ Η΄’ (δύο σηµεία;) | 
4. Να δειχτεί ότι όταν το µ, µετοβάλλεται τα ση- 
µεία ΜΗ”, παραμένουν συζυγἠ αρμονικά των Α,β. | 
| (Εγδηςε Πὸῖγορ 5έες{οηῃ 4άε το] δεεπεπε} | 
| | ΛΥΣη 
1. Ἡ συνάρτηση έχει μέγιστη τιµή την μὲ «ἂμ-4 για 
| χ-μν1.Η µέγνστη αυτή τιµἠή της συνάρτησης, οντας τριύ- 
' νυµο, θα υφίσταται τις ανάλογες μεταβολὲς όταν µεταβόλ- 
λεταιν το µ. . 
Επίσης όταν Χ-ν 4ο το γΥγ- -ο0 
ον Για μεθ έχω την ν - -χν2χ-5.Παραβολή µε άξονα την 
χΧεἰ κορυφή το (154) και τέμνει τον ΌΥγ οτο (0,-5).ξίναι 
η ἴο. | 
| Για μκὂ έχω την νς-χ «6χ-3. Παραβολή µε ἆξονα συμ- 
| µετρίας των χς2ᾖ, κορυφή το (34,6) και τέμνει τον ΟΥ 
στο (0,-3). Είναι η 02. 
2.Η παράμετροι µ, µιας καμπύλης (ΕΝ) που περνάει 
απὀ δοθέν οηµείο Ρ(Χο.Υρ ) εκφράζεται απὀ τη οχέσοη: 





ΤΙΡΙΟΝΥΗ0 
-10- 
μ(2χΜ) νο εχὸ -2χο25. Αν Χο  -  αωτὴ η εξίσωση 
έχει µία λύση.Δηλαδή απὀ κάθε σηµείο Ρ του αιοίου η 
τεζµημένη εἶναι ὅινάφορη ἵἴου -ἰ περνάει µια μοναδική 
καμπύλη (6μµ). . 
Αν Χο “ο ᾖἡ προηγούμενη εξίσωση γράφεται; 


μοῦ.γ τὰ , ” | . 
ο τ- εΑωτὴ είναι αδύνατη όταν γρ ἔ εν . ενώ 
δέχεται άπειρες λύσεις όταν ν σπ 5 εενὠ δέχεται 


άπειρες λύαεις όταν ο Ἡ 5, Δηλαδή όταν το Ρ έχεν 


τετμημένη το -ὶ καν τεταγµένη το - τ5. τότε όλες οι 


καμπύλες (6Ν]} περνούν απὀ το (5ἱ,-25), το οποίο είναι 
το ζητούμενο {. να 


γ.α. Ἡ καμπύλη ({Μ] ἔχει ένα κοννὀ σηµείο µε τον 
Οχ, όταν καὶ µόνον όταν, η κορυφή της βρίσκεται πάνω 
ο αυτόν τον ἀξονα.ἤ τεταγμένη της κορυφής, είναι η πα- 
ράοταση μὲ ν1μ-4 .Αρα πρέπει μὶκ1μ-ό50 δηλαδή συμβαίνει 
όταν μ΄ 5ἱ και µ''.5-4 
Αν µμ.!ῖ η (6) έχει κορυφή το Α(ζ.0) 
Αν µ.-όά η (σ) έχει κορυφή το ϐ8({-1,0]. 

β. Για να ἔχει η (6) δύο κοινά σηµεία µε το ΟΗΥ, 
και επειδή οτρέφει τα "κοίλῃ, κάτω" πρέπει η τεταγµένη 
της κορυφής να εἶναι θετική δηλ. μ) 3μ-4»λ 0 δηλ. 
για µζ-4 ἡ μλ- | 

δ. εστω χ΄ και χ΄ οι τετμηµένες ἵων Μ.Μ’ «Για να 
είναι αυτα αυζυγή αρμονικά των Α και Βϐ πρέπει να ιαχύει 


η 2(χχ᾽ νχιχχ)5(χ νχ (χι «χ2) (1) (θεωρία) 


ΤΡΙΟΙΙΥΜ0Ο 
ιτ το, 
"Όμως τα χ΄᾽χ΄  ,όταν υπάρχουν είναι ρίζες της αρχικής 
χμ 1)χεµ-δύ, Αρα χ οχ. 52(μτ]) καν χ χ΄ 55-μ. 
Επίσης Χ,1χι 2-35-ἱ και χι Χα στο άν η σχέση (1) 
πληρείταιν δ.Εε.δ ... " 


Δίνεται η εξίοωση χ -ὄχτδ-(μ-![]-0 | ͵ 


1.λα βρεθεί (μελετηθεί) το πλήθος των ριζών 

ὁ.να οριστεί ο µ, ώὧοτε η εξίσωση να δέχεται δύο θετικές 
ρεζεὲ | 
3. κάνοντας χρήση τῃς γραφικής παράστασης της | 


γ.χ᾽ «ὔχεδ, να επαληθέψτε τα πορίοµατα των δύο πρὠτων . 
ερωτήσεων, | 

4.θωρούμε τις αυναρτήσεις (Ε) γε(μ-2)χὰ «Αχ ἆ1μ η 
α.Να ορνοτεί το µ ὧστε, οἱ παραβολές της εξίοωσης ({Ε) . 
να ᾖτέμνουν Τον άξονα Όχ,σε δύο οηµεία ΝΜ΄καιν Μ΄ 
ζἔστω χ’- και χ΄ οι τετμµηµένες τους. | 
β. Κα.βρεθεί µια οχέση ανεζάρτητη του µ, μεταξύ των | 
χ΄ και χ΄ | 
γ. Τι πρέπει να ισχύει ύστε, µια παραβολή απὀ την ε- ; 
ζ(οωση ({Ε) εφάπτεται στον Οχ: Στην περίπτωση αυτή να | 


δειχτεί ότι τα σηµεία επαφἠς που προκύπτουν, ασχηματίς ο 


ζουν µε τα μ΄ και Μ΄ ᾽αρμονική τετρόδα: 


(θαςς. Αητὶ]]ὸδς δἵ Ομωνᾶπθ]). | 
ΔΥΣΗ « 
{. Ἡ διακρίνουσα του Τριωνύµμου είναι καν ἐμ. αι”. Λρα . 
πάντα υπάρχουν δύο ρίζες.Αν μ-{ οι δύο ρίζες εἶναι ) 
{και 5.Γνα όλλες τιµές του µ, επειδή ΓΕ ο] η! 


Σ 
ε-(μ-1) το οποίο είναι αντίθετου προοήµου µε τον ουν- «| 
τελεστή του χΧ, οἱ ρίζες χ᾽,Χ' πληρούν Την χ ζἰζοέχ 
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2, ὰ χ΄. αφού είναι μεγαλύτερη από το 5, εἶναι 
πάντα θετικἠ.θοι δύο ρίζες θα είναι θετικἑςµ αν και 
µόνο αν,το γινόµενό τους είναι θετικὀ δηλ. (µ- 1) «5 
(-Γδέμε! «5 | 

υγ. Η γςχὰ-δχες, ειναι µια παραβολή (5) µε τα "κοί- 
λάἀ άνω" µε αξονα συμμετρίας την χ:-1, και κορυφή το 
Α(1.-4].Τέμνει τον Οχ στα σηµεία 8δ(1,Ό]και Γ{5,0) και 
τον ΟΥ στο Δ(ί6,5]. 

Εστω λοιπόν επίσης ῃπ ευθέ(ία (4) µε εξίσωση γα(μ-1). 

ὂι ρίζες της αρχικής εξίσωσης είναι οι τετμηµένες 
των σημείων τοµής των καμπύλων (09) και (4] και που 
άπως φαίνεται απ την γραφική εὐκόνα: 

α. Ον ρίζες αυτές πάντα υπάρχουν, αφού πάντα υπάρ- 
χουν δύο σηµεία τοµής της ευθείας (4] και της παραβο- 
λήἠς (Ρ], διότι η ευθεία {Δ) έχει πάντα θετική τεταγ- 
μένη. 

β. Οι τετμηµένες των κοινών σηµείων (ρίζες της αρ- 
χικἠς) θα είναι θετικὲς αν η τεταγμένη της (4) είναι 
μικρότερη απ την τεταγμµένη επἰί την αρχή της (Ρϱ}] δηλ. 
αν (µ-1) 45. 

υγ. Η µια τετμηµένη των κοινών σημείων {η µιά ρίζα 
της αρχικής) είναι πάντα µεγαλύτερη του 5 και η άλλη 
μικρότερη του {. 

δ.ἠ. Οι παραβολές (Ε) τέμνουν τον Οχ αν και µόνο 
αν, η εξίσωση {Ε) ἔχει δύο λύσεις δηλ.ἠ-(μ-ο)(μν1))0 (ἱ, 
θέβαια πρέπει μέδιγιατί για µ-2 έχω την ευθεία ΥγΞ4χιεῦ 
η οποία τέμνει τον Όχ στο {- 5 0). (1) γράφεται: 
μΣεμ-10 {0 µε µ,ς:-ἳ- παι ον ΞΙΓ41 ρα η {1} θα 
ὁ ὸ 
θα ισχύει αν µ.{µζμ,.θταν το µ ισουται µε µι ἡ µη 


| 
| ΤΡ ΙΩΝΥΜΟ | | 


| η μυ (Ε) που αντισοιχεί,εφάπτεται στον Οχ. 





| 





επ 


.{1- 


Όταν µ.έμ «μι (µε μέδ), οι τετµηµένες χ΄ και χ΄᾿ 


| 
.. . 

των ο... εσμης της (Ε) µε τον ΟΧ πληρούν την εξί- 

σωση: {(µ- ο]χ εάχν1λιμ-θ.Το άθροισµα και το γινόμενο | 
των ριζών αυτών εἶναι ο και «13 | 





μ- μ ] 
Νε απαλοιφή του µ έχω; 55τ4(ρ-1]50 η | 
5(χ ἐχ ]ντ4χχ΄  -4-0 οεδ (2) ή 
| Υ. Όταν το µ ισούται µε μι ἡ µια τότε οι αντίστοιχες | 
παραβολές εφάπτονται στον ΟΧ, ατα Μι, και Μ «Οι τετµη- 
[μένες Χι και Χ. αυτών ἵἴων σημείων είναι ρίζες της εξί- | 
Ἴσωσης 2χ «6χ-2-0, που προκύπτει απ΄τη (2) θέτοντας | 
χ΄ εχ’. Ἶ 
Εχουμε λοιπόν Χι εχω ττος και Χι Χᾷ ἶ «Αρα η σχέση (2) 


| µπορεί να γραφεί -(Χχτχὴ (χέχ (ΧΧΧ κ) η ] 
δ(χ χ΄ νχι Χ) τ(χ οκ) (Χιτχ) δηλ. τα ΜΜ παραμένουν 
[ αρμονικά συζυγή, προς τα Μμήα. 


θεωρούμε την εξίσωση β᾽ βαθμού | 


(Εε) | (α- {}τ ν2(β-α)τε(αν!)-0 οπου ᾖἵ είναι ο άγνωστος 
και τα (α,β) είναι οι ουντεταγμένες ενός σηµείου Μ ενος 
επιπεδου. 

Ί. Ποιά σχέση πρέπει να πληρούν τα α,β ώστε η 
(Ε) να έχει διπλή ρίζα: Να βρεθεί ο γ. τόπος των σηµέίων | 
του επιπέδου που επαληθεύουν τη σχέση αυτή. | 
δ. Ποιά είναι η αντίστοιχη σχἑέση μεταξύ των α,β 
ὥστε η (Ε}) να έχει 2 ρίζες; Σε πιοά περιοχή του επιπέδου 
πρέπει να παρουμε το Μία.β) ὡὧστε να συμβαίνει αυτό; | 
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Ἱ. Κατ΄ αρχήν πρέπει αξῑ, ώστε η (Ε) να είναι δευτέ- 
ρου βαθμού. Στη ορ Ἡ πρέπει η διακρίνουσα της ο 
να μηδενίζεται: (β- -α). -(α- 1) (α.1)-0 η (β- α)-(α- 1)” 0 
Άρα τα (α,ῇ) πρέπει να πληρούν τη σχέση(γ- χ)) «χε - 0 
0 γεωµ. τόπος ἵων σηµείων του επιπέδου που πληρούν τη 
σχέση αυτὴ προκύπτει απ΄τις γραφικές παραστάσεις των 
καμπύλων που προκύπτουν, αν τη προηγούµενη σχέση την 
λύσω ως προς Υ . Αυτές είναι γΞ«χΕΥχΧ-Ι και γςεχ-γχ-ῖ (νΥ). 
Οι γραφικέ, παραστάσεις αυτών, είναι καμπύλες που βρί- 
σκονται αντίστοιχα στο πρώτο και τρίτο τεταρτηµόριο, 
και αναλυτικά θα προσδιοριστούν σε επόμενη άσκηση. 
γιατί η θεωρία τους ξεφεύγει απ΄τη θεωρία του τριωνύµου. 
2. Για να έχει η (Ε) δύο ριζες πρέπει (β-α))ὸ α-- | (Τ) 
Αυτή : γράφεται και διερευνάται ανάλογα µε την τιµή 
του α-]|. 
ετσι αν ᾱ-ι«0 η -ἰζαέῖ, το σηµείο Μ βρίσκεται στο 
χώρο του επιπἑἐδου ανάµεσα στις ευθείες χξί και χ--Ι. 
Αν όμως 4-10, δηλαδή αν το Μ βρίσκεται εκίος των 
προηγουμένων παραλλήλων η (1) γράφεται: 
(β-αἱ -(1α-1ήλο 4 
(β-α- γα!) (β-αιγαξ-Ι)}0 που πληρείται όταν οι 
δύο ὁροι του γινομένου είναι οµόσημµοι, δηλ. οταν το β 
ειναι μεγαλύτερο απ΄τις ανγατ, και α- γαι ἡ μικρότερο 
απὀ τις δυο αυτές εκφράσεις,.Λυτό σηµαίνει ότι το σηµείο 
Μ πρέπει να βρίσκεται "πάνω" ἡ "κάτω" από τις καμπύλες(γ) 
(Η έννοια του "πάνω" απὀ την καμπύλη γΥ σηµαίνει ὁότι 
το εν λόγω σηµειο, έχει τεταγµένη μεγαλύτερη απὀ την 
τεταγµένη του σηµείου της καμπύλης, το οποίο όμως έχει 


| 


κών. 


α-κιδοκς 


ΤΡΙΟΝΥ μῦ 

| . -τδ- 

την ἴδια τετµηµένη µε το Μ.Ληλ. ἂν Μία,β) το σηµειο 
| που εἴ[ετάζεται και Αία,γ(α)) το σηµείο της καμπύλης 


| ισχύει βλδγ(α)). ] 





1. Δίνεται η παῤάσταση Εςξ(χοδ)(χν 1) - δχ(χνὀ). 
Να μελετηθει το πρὀσηµο της παράστασης, | 

2. Να μελετηθούν οι μεταβολές των συναρτήσεων | 
γςόχ(χ2) και 25(χ92)(χ«{) και να χαρακτούν στο (ίδιο 
σύστημα οἱ καμπύλες (6) και (6:)των δύο συναρτήσεων. | 
Απ᾽τη γραφικἠ τους αυτή παραόταση να εξάγετε συμπερά- 


τα για το πρόσηµο της (Ε) και να τα ουγκρίνετε µε τα 
συμπεράσματα της ερώτησης (1). 


- ---- ινα... - -- 


3. Να υπολογισετε τους συντελεστές α, β, Υ, του 


τριωνύµου γ- αχ: «βΧ4Υ έτοι ώστε το μέγιστο του τριωνύ- 


| 

| 

| 

| µου να ιοούται µε 8, και η γραφική-πορόσταση ἵνα περνάει 

απ᾿᾽τα κοινἀ σηµεία ΛΑ και Β των καμπύλων (6) και(ς”). 
4. ἵα δειχτεί ότι η ευθεία γ»-µ(ίχ«2) περνάει απὀ | 

ένα κοινὀ σηµείο των (6)και (6) Να βρεθεί αυτό. | 

| Στη συνεχεια αυτή τέμνει τις δύο καμπύλες σε ἑνα δεύ- 

! τερο σηµείο, στο Μ την (6) και στο (Μ;) την (., 

| ία υπολογίσετε συναρτήσεις του µ, τις ουντεταγμένες 

| των Η και Μ΄'και του µέσου Ρ του ΜΗ’, Να βρεθεί η εἴί- 

σωση του }γ. τόπου του Ρ.]α χαραχτεί ο Υ. τόπος του Ρ., 








ΑΛ Υ Σ η 
1. Ἡ Εξ γράφεται Εςε(χιο)(1-χ):ΛΑρα μηδένίζεται στα 
| -2 και Ί, είναι θετικἠ για -ο(χςί και αρνητική για 
χζ-2 και χλ!. 
ὃ. Η" νΞοχ(χ.2]) ἔχει τον ακόλουθο πίνακα μεταβολής: 


»-« 


-ώ -ἰ τό 
τον" ” το 
ελ. 
15(χ2)(χτ1} 
-ο”-/2 ! ϱἳ 
τον-ἶ  τώ 
Ἂ. 


Εοτω Ν(χ.Υ) 


αντίστοιχα που ἔχουν όμως την ἴδια τετµηµένη,ἔχουμε ὁτι 

ΗΝ Ξ7-ΥΞΕ.ΛΑρα το πρόσημο της Εἔ εζαρτάται απ΄τομ προσανα- 
ο δ, , , 

τολισμόὸ του διανύσματος ΝΝ,. Παρατηρούμε επίσης ὁότι οι 
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σα, 

και η {06) είναι παραβολή µε τα "κοί- | 

λα άνω” που τέμνει τον Οχ στα -ᾱδ,0, και κ 11 

έχει άξονα ουμμετρίας την χς-]. | 
| 


έχει πίνακα μεταβολών; 

και η {6΄) ειναι παραβολή µε τα”κοίλα | 

όνω" άξονα ουμμετρίας την χξ-ᾱ} , τέμνει | 
7 


τον ΟΧ στο -ᾱ,-]Ί ακι τον ΟΥ στο (0,2). 
και Ν΄ (χ, 2) τα οηµεία των (6) και(ς΄) | 


-. ... 
--ιὙ 


δύο καμπύλες (6) και (6) , τέμνονται στα Α και 8, των 

οποίων οι τετμηµένες είναι λύσεις της΄’ χ(χ«2)Ξ(χε2)(1-χ)ἡ 
δηλ. -ὂ και Ί.Εχουμε λοιπόν στο Α,γΞ25Ξ0 και στο Β,ΥΞ-2-6: 
Βλέπουμε λοιπόν απ "τη γραφική παράσταση ότι η (6) βρίσκεῃ 
ται “κάτω" απὀ την (6),όταν -2(χζΙ.Λρα η ΕΞΝΗ᾽ είναι ϐ6ε- | 


τική, 


3, Πρέπει για µέγιοτηξθ: αζςθ και 4αγ-β 


8 (1) | 
4α 


Για να περνάει δε απὀ τα Αί-2,0) και Β(1,6) να ισχύουν 


0-4α- 2βἳΥγ)}(2) 
6-ανβ»γ 


4α(4-2α)- (αι 2) 


ρίζες τα α΄ Ξ-2 


που να πληρούν 
γ΄ 5-δχ 8 και 


β-ανῦ 
γ-4-2α καὶ µέσω της (1) 
Ξ320 ἡ 9ᾳ) «20ανά 0 με | 


και α 5-- .Άρα υπάρχουν δύο ουναρτήσεις 


τα ομεκα: ῃ | 
η Υγ κ (χ-8χ-20). Ι 


4. Η γξµ(χε2} πληρείται απότις συντεταγμένες του 
Λί-δ,0).Αρα περνόει απ’ αυτό. πίοης τέμνει την (6) Ι 


--α-ἵ----εαε... 


--------ωμωκσουμωμωμαομωμ 


ΤΡΙ ΩΙΙΥ 0 
αδ ας 
στο Μ΄που έχει τετµηµενη την λύση της µ(χτδ)ς(χεδ)(χς1) 
δηλ.την µ-1.0Οµοίως την (6Ε)σοτο σηµειο Μ µε τετμημµένη μ 


δηλ. Μ (µ , µίμ «2)) Μ (μμ (μν1)). 
2 σ 


θι ουντεταγμένες του µεσου Ρ του ΜΗ είναι 


χ. ἃμ-ο γ5.μ(μ.2) .Απαλείφοντας το μµ 
4 4 


ὰ 
απ τις δύο εξισώσεις έχω ναι (2χ τΌχτο).(γ. τόπος) 
3 


Η γραφική παράσταση του γ. τόπου είναι γνωστὴ παρα- 
βολή. 
40 


Εστω α. Τοξο εκφρααµένο σε ακτίνα, και 0-αέξπ 


στο οποίο αντιστοιχούµε την καμπύλη (γραφική παράσταση) 
της συνάρτησης ΥΞχ᾽ -ὀχσυναν]-ημα. 

1. Για ποιες τιµές του α, οι αντίστοιχες καμπύλες 
εφάπτονται στον ἀξονα Οχ:Να χαραχτούν αυτές οι καμπύλες 
στο (διο ούστημα καὶ να βρεθούν οἱ συντεταγμένες των 
κοινών τους σημείων. 

2. Δεεζτε ότι για όλες τις ἆλλες τιµές του α, η 
γραφική παράσταση της γ,τέμνει τον Όχ σε δύο οηµεία 
ρ)και Ρ΄΄µε θετικες τετµηµένες. 

3. Για ποιές τιµές του α, οι τετµηµένες χ΄και χ᾽ 
του Ρ΄και Ρ΄ ᾿πληρούν τη σχέση χ χ.ο. 


4. Ποιά σχέση ανεξάρτητη του α, πληρούν τα Χν Χο} 


Ρ. Να βρεθούν οι ουντεταγμένες των κοινών σημείων 


των καμπύλων που αντιστοιχούν σε ένα τόζο α (αἵ π) 
4 
και στο συμπληρωματικό του. 
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Ί. Πρέπει η εξίοωση κ΄ -2χσυνα»]-ημα-θ(1) να έχει 
µια διπλή ρίζα. ΛΔηλ.Λ΄Ξουν; α- Ί«ηµα-ημα(1-ημα)-0 -- 
α-θ ἡ αξπ Για τις τιµές αυτές του α, η συνόρτηση 
2 
παίρνει τις ακόλουθες μόρφές, 
νι -χ αν α-ξπ και ντ (Χ-ὴ αν αξθ 


θι ὡς ((ῥ και(() είναι δύο παραβολές απλής 
κατασκευής. Ἡ (περνάει απὀ τηναρχἡ των αζόνων και η 
(6) ᾽απ΄το το (1,0)(κορυφή).Το κοινό τως σηµείο έχει 
τετμµηµένη την λύση της κ (χ- 1] δηλ. είναι το Α(ἱ 1). 
2. Στις ἆάλλες τιμές του α, η Δ΄ εἶναι θετική.Λρα 
η εξίσωση (1) δέχεται δυο ρίζες και επομένως η γρασι- 
κἡ παράσταση τέμνει τον Οχ σε δύο σηµεία τα Ρ΄'και ρ)) 
των οποίων οι τετμµηµένες είαι οι δύο ρίζες της (1). 
Οι ριζες αυτές εἶναι θετικἐς ἀἆρα τα σηµεία έχουν 
θετικές τετµηµένες, 
3. ἔχω χ΄ αχ Ξδσυνα και χ΄χ΄  Ξί-ημα. 
Άρα η δοθεισα χ νχ 2 γράφεται (χ αχ 2χ χ" 52 και 
4ουν΄ α-2(1-ημα)-2ς0  Δ(συν α-Ι)42ημα-θ η 
ηµα(]-2ημα)Ξ0 άρα αξθ ἡ α-π Στη πρώτη περίπτωση έχω 
υ 
χ Ξχ᾽ Ξ{1 άρα ντε στη δεύτερη τα χ, χ᾽᾽, είναι ρί- 
ζες της χὶ -ΓάχελΞ0 δηλ. χὰγ1-Ί αχ’ Τν! ρα χ πχ 
2 2 





ο(3«1)5 
4 
4, απ τις χ πχ Ξὀσυνα και χ΄χ᾽ ΞΊ-ημα έχω ουὐνας 


, 3 , .. 3 
και ηµας/-χ χ᾽᾿. ἁρα τοχύει (χ οχ }  (ἳ κ χ 
ἠ 





Χ αχ 


ΤΡΙΩΝΥΜΟ 
“10- 
δηλ. κ πχ αχ χ  -δχ'χ το 
6. Όι συντεταγμένες ενός τέτοιου σηµείου είναι η 


- -- «ν- - - -- 


λύση του ου ο συστήµατος, 
γΞ α «ὀχουνα»]-ημα 
ἳ γ-χ7 -ὀχημα» Ί-συνα 
Αφαιρώντας κατά µέλη βρίσκω το κ 
(2) ὀχίσυνα-ημα)ημα-συνα-θ δηλ.αν αξπ χΧχξὲ οπότε 


ν-5 -συνα-ημα. 4 
4 
Αν α--Ἡ 


η (2) είναι αόριοτη, οπότε οι δύο κα- κ 
μπύλες, ταυτίζονται. 





ώς | 


΄Ἔστω η δευτεροβάθµια εξίσωση (1) αχὰ «Αχ4ΥΞ0 
Και το γραμμικό ὁύστημα «να, ] 
| 2ΥχΧ2«ΒΥΞ0. (2) 
| 0Ονομάζουμε 5η το σύνολο των λύσεων της εξίσωσης (41) 
και 52 το σύνολο των λύσεων του συστήµατος (2). Ἱ 


1. Να δειχτεί ότι αν το πλήθος Των στοιχέἐἰύν του 


| χ είναι ὁ, τὀτε το αντίστοιχο πλήθος του 5} είναι Ἡι 


Σ. Είναι το οντίστροφο αληθές: 
3. Να βρεθεἰτο σύνολο 5 αν.το πλήβος του 5 είναι {. 


(Ε]ὰςςρς 46 ργεπίθγθ Λ ... 








ΛΥΣΗ 
{. ἕστω ΑΛ η διακρίνουσα της (1) και ῦ η ορίζουσα 
των ουντελεστών των αγνώστων του (2).Τότε Δ-Ξβ -4αγ 





2γ 


β 2αἱ « | 
0: β Ξβ -ΐαγν δηλ. Δ5Ξ-0 Το πλήθος του . 4 | 
| είναι 2 αν και µονο αν η Δ εἶναι θετική το οποίο οη- 


ΤΡΙ ΩΙΝΥ Μ0 
-20- 

µαίνει ἢ0έ0.Και επειδή το σοὐστημα (2) εἶναι οµογε- | 
γενές, έχουμε ότι 52: (9,9) Δηλ. το πλήθος του 5, 
είναι Ἱ]. 

2. Το πλήθος του»ρείναι Ί, αν και µονο αν έχουμε | 
ϱ {60 δηλ. Δί0.Δηλ. είναι δυνατόν Δ)ὺθ0 η Δέ0 

Αρα το πλήθος του»είναι ξ η 0.Δηλ. το αντίστροφο | 

που ζητάει η άσκηση δεν ισχύει. 

3. Το πλήθος του» είναι Ί αν ΔΞ0 οπότε ΌΞ0 
Αρα τοτε το σοὐστημα (2) που εἶναι ομογενές έχει όπει- | 
ρες λύσεις που περιγράφοντια απ΄το 5Ξίχ.ν) χεβ 
νε » -Ἡ χ] | 

ρα . 
49 -. 

Δίνονται οι οιμναρτήσεις ές) σα 2κ3 και 4 
-«2χ1910χ-9. 

Ί. Να γίνουν οι γραφικὲς τους παραστάσεις στο | 


ίδιο οὐστημα αξόνων. ξοῖω 6 και 6΄οι αντίστοιχες 


χ)Ξ 


καμπύλες, 

2. Να δειχτεί ότι ζοι {΄και έχουν ένα κοινό 
σηµείο µε τετμηµένη 2, καὶ ὁτι δέχονταν κοινή εφα- 
πτοµένη στο σηµείο αυτό.Ιία βρεθεί ῃ εξίσωση της εφα- | 


πτοµένης αυτής. 
εαπεεεερεκασαρταοτοετοεκσεκαεεερες ετεκ εσεα τες εσεβεαμσιεεεεδ εκ σκαταωπ ερκοΕςπσπατωσεεες αερα σοες οερεεοκο ρπεφοπαπεοπασΕμερορώσΕας ασ αΕ ππώπορςονκσή 
ΛΥ Ση 


Οι πίνακες μεταβολών τους είναι | 


{πα Ἱ .. χ[-. »/2 .9ο 
ο ο ασ μμ στ] σστῃ » - | 


! 
/ 


| ΤΡΙ ΩΙΙΥΜΟ 
-21- 
| Η(6) γραφικά εἶναι παραβολή µε τα "κοίλα άνω",με 

κορυφή το (1,2) και τέµνει το ΟΥ στο (0,3).Η(6΄) οτρέὲ- 


φει τα κοίλα κάτω" έχει κορυφή το (2 ᾿ 2] και τέμνει 





[τον ὢχ οτις ρίζες της «2χ 9 10χ-950 
2. Οι τετμηµένες των κοινών σηµείων των δύο καμπύ- 

λων είναι οι λύσεις της χὶ χι ξ-2χ} «10χ-9 ὅνν1. 
| κ:2,Λρα έχουµε ἵ κοινὀ σηµείο το Α(2:.3). 
“Στο σηµείο Α έχουμε Ε{2] 5 62) ε2.Αρα οι δύο καμπύλες 
έχουν κοινή εφαπτόµενη οτο Α που δίνεται απὀ την εἴί- 
σωση . Υ-325δ(χ- 2) η Υ τ2χ-] 

η Επειδή δε και 2] 62) "έχουμε ότι οι ὅδύο κα- 


μπύλες (6) και (6΄)εφάπτονται στο σηµείο Α, 





| 45 | Γ λυκείου 
| Δίνεται η ουνάρτηση Ε (κ) κ) - αἱ -ὖ 
| 


1. 
({. Να δειχτεἰ ότι δεν εἶναι παραγωγίσιµη οτο σηµείο 0) 
ν 2. Να παρασταθεί γραφικἀ. | 


| ( ϱΕἱὰςςες 4θ ργθπίθγθ Α ϱἵ ϐ) 

ο πες : 

| Α Υ Σ η | 
Ί. Παράγωγος απο δεξιά στο σηµείο 0. 





ο : . . 8 ὶ 
Γπ Ε(χ)- ΕΟΟ) , Πα Χ χτες Τἶἷπ (χ-ὓ- -! 
ο. 
κ. χ-0 χ”0 χ κά, 0) «Νο. 


ΤΡΙΩΝΥΜΟ | 
πας 
Παράγωγος απο αριστερά στο σηµείο 0, | 


]τπ κ) -τ(θ). Ἠέπ (χε ή-! Άρα δεν υπάρχει παρά- 


... ””-μ απ 8 γωγος στο ΧΞ0. | 


2. ἰπειδήὴ Γκ) μον η συνάρτηση είναι άρτια, Λρα 


η γραφική της παράσταση θα είναι συμμετρική ως προς | 
τον άζονα Όγ .θα μελετήσουμε λοιπὀν µόνο στο β». 
0 πίνακας μεταβολών για την Ες) αχ. -χ-2 στο '» | 
είναι 
χι0 λ 9“ Ἡ γραφική της λοιπόν παράστα- 
Γεω! τε 2.3. ση ἐίναι τµήµα παραβολής που | 
4 τέμνει τον ΌΟγ στο Α(0,-2) έχει 


κορυφη το Βίὰ, - } και τέμνει τον Οχ στο (2,0) κ.λ.π. | 


4 


43 | 
να γραφούν δύο εξισώσεις δευτέρου βαθμού έτσι ώστε 


οι ρίζες της: καθο µιας να είνοι το άθροισµα και το γινόὀ- 
µενο των ριζών της άλλης, | 


(ἔεο]ο άθς ἡδυῖθς θῖυάος ζοππιθγςῖα]ας), 





ΛΥΣΗ | 
. 
Γοτω (Εξ) χΧ-ρχι-θ και 


δομένα του προβλήματος.θι ρίζες της (Ε) ἐστω οι 
ρ᾽ και α΄, και της ({) οι ρ κδι α. ἔχουμε 
(1) ρ' «άτρ (4) ρεΞῤ Προσθέτοντας κατά µέλη | 
(2) ρ΄'ᾳ΄-α (4) ρ φ-α΄ τις (!) και (3) καθώς 
και τις (2) και (4) -- 


(Ε) χ-ρ΄ χ.ό6-0 δύο εξισώσεις που πληρούν τα ὃὅδε- | 


ΤΡΙΩ)ΝΥΜ0 
..ᾱ. 

ᾳ » α᾿-0 ἡ 44/50 
ο ρᾳ τρ΄όά50 α(ρ-ρ’)Ξ0 Αν λοιπόν αΞθ ἁρα ᾳα΄Ξ0 οι εξι- 
| οώσεις (1) και (3) γίνονται η 
:. σχέση ρ-ρ᾽. Τότε οι εξισώσεις (Ε) και (Ε΄) γίνονται 
(ει) τχὰ «ρχ50 (ε/) αχ) «ρχ-θ, µε ῥρ τυχόντα, που πληρούν 
τις προγὐποθέσεις, 

Αν, αφ ετέρου,ρ-ρ΄Ξ0 δηλ. ρ5ρ᾽)οι εζισύόεις (1) 

και (3) γίνονται α΄Ξ:θ, αξθ και βρίσκουμε τις ἰδιες 
εξισώσεις (Εν) και (Ε1) όπως προηγουμένως, οἱ οποίες 


πο νο ο - ---- 


είναι και μοναδικές. - 


ἱ 
/ 


45 - 
Δ η πραγματική παράμετρος α ύστε Οζα«στπ 


| (νεται 
| και θεωρούμε την εἴίσωση µε ἀγνωστο τὸ 
| : ο απο ο οσο σον 
| Χ:  Χχ-δχημαςδ(1- ()ημαι {2-0 
Να μελετηθούν οι τιµές του α, για τις οποίες 
| αυτή η εξίσωση δέχααᾳι µια διπλἠ ρίζα. Για ποιά α, 
έχει δύο ρίζες διακεκριμένες: 
(ΕΊὰςςες ἆἀ9 ργεπῖσαπί{,Ώ οἱ Ε). 


| Λ Υ Σ Η 


| Η διακρίνουσα της εξίσωσης Δ΄ -4ημὶ αν 2( {1-1 )ημα-Υὰ 
ο ἡ ΔΝ’ ΕΦ(ημαν  )(ηµα-}) Ἆρα 

7 

ο 50 (ηµα-- Ὦ ἡ ηµαξ]) και ({(0«α-« ἐπ) ἁἆρα 


α-ξ 4π η οξ ππ και ας π η α-δᾶ 
| 2 6 6 


| θὂι ζητούμενες λοιπόν τιµές της παραμέτρου α είναι μυ 


ΤΡΙΩΙΠΗΥΗ0 
νὰ. 
π ὃπ , 4Δπ και 5π.. 
6 6 3 . 
Για να έχουµε διακεκριμένες ρίζες πρέπει Δ΄ 0 
ὅηλ. ηµα»δ ἑὁ η Ἠηµα «- τὰ µε 0Ο έα«τ2πΠ 
2 

π ὅδπ 
Άρα έχουμε τα διαστήµατα {-- ν--) καν (41, 58] 

6 3 ο. Ἡ 


ο 


οι ' 


ΤΡ 1ΩΙΝΥ 0 
θες 


Α ΑΛ Υ Τ Α θί ή Α Τ Α 


ΣΤ0 ΤΡΙΩΠΙΥΗ0 


4. ἔστω η εξίσωση 
(1) χ -2ουνφχ» (2-3) {1 -Δημῖ φ) -0 
οπου 0έφ ςπ, 
Ί. Να μελετηθεί το πλήθος και το πρόσημο των ριζών. 
2. ἔοῖω η γωνία "μ. ΣΤην περίπτωση που οι ρίζες 


της (1) είναι θετικές, ονομάζουμε Α και Β τα σηµεία των 
Οχ και Όψ αντίστοιχα έτσι ώοτε ΟΑΞχΧ᾽ και ΟΒΞχ᾽ .α υπο- 
| λογιστεί το ΑΒ, καθώς και η ακῖ(ίνα του περιγεγραµένου 
| κύκλου στο τρίγωνο Α08Β, 
(σωοθίῖ 4θ εοηεουγς, έεο]ε Βγθφυοί), 


2. θεωρούμε τη συνάρτηση Ηστ” ε2(3μ. 5 )χτ3με 25. 
1.Για ο- τιµές του µ, η αντίστοιχη καμπύλη τέμνει 


| 


ω Όταν η (ΡΝ) τέμνει τον ΟχΧ σε δύο οηµεία Μ΄και Μ᾽ | 
να ... ότι υπάρχει πάνω στον ἀξονα των χ, ένα σηµείο 
Α έτοι ώστε ΑΝ’ ΛΜ Ε ες . οπού Κ µια οταθερή η οποία 

4 
να προσδιοριστεί, 

3, Να κατασκευαστούν οι καμπύλες {Ρο) και (Ρ.1) 
που αντιστοιχούν οτις τιµές µξθο και μςξ-ὰὶ. Τι ιδιοµορ- 
φία παρουσιάζουν -,Να υπολογιστούν οι ουντεταγμένες των 


ΤΡΙΩΗΝΥΜΟ 
σε 
σηµείων τοµὴς τους. 
4. Να δειχτεί ότι όταν το µ διατρέχει το Β 
ο γ. τόπος των κορυφύν Των {(Ρµ) είναι µια παραβολή, 
(Βαςς. .- ρὰγἱ16,56 Πρ ἵοςῃ. Β,Ώάδ κατ) 


3, ξοτω (Ρ) και (Ρ’) οι καμπύλες των γραφικών παραστά- 
σεων ἵἴων συναρτήσεων 
νι (χεμ-3)) -4 και γο.(χ»2μ} -4 αντίστοιχα. 
{. Να κατασκευαστούν στο (διο σύστημα αξόνων οι 
καμπύλες (Ρο) και (Ρ) που αντιστοιχούν στην τιµή υΞξ0 
να υπολογιστούν οι συντεταγμένες του κοινού 
σημείου των δύο αυτών καμπύλων. 
ία δειχτε(ί ότι οι (Ρο) και (ο) εἶναι ουμμµετρικ 
ως προς ἀζονα, παράλληλον του 0γ 
2. Ποιός εἶναι ο γ. τόπος ἵων κορυφών τν καμπύλων 
(Ρ) και (Ρ΄) όταν το µ μεταβάλλεται, 
Να υπολογιστούν συνάρτηση του µ, οι ουντεταγμένες 
του κοινού σημείου των καμπύλων (Ρ) και (Ρ᾽).Για ποιά 
τιµή του µ, οι δύο καμπύλες ταυτίζονται; 


(Βδος.. τς ραγίΐθ, ςθγίς ΊΤθελ,.Α, Α]οεγ). 


Α. ια λυθεί και να διερευνηθεί η εἶίσωση 
(Ε) .ουν χε2μημχ-ρ50 όπου µ και ρ παράμετροι, 

. θεωρώντας τα µ και ϱ, σαν συντεταγμένες ενός 
οηµείου Μ, σε ορθογώνιο συστημα, στο επίπεδο, ερµηνέψ- 
τε γραρικά, τα αποτελέσματα της προηγούμενης διερεύνη- 
σης λαμβάνοντας υπ᾽ όψη τη θέυ] του σηµέιου Β στο επί- 
πεδο. 

3. [ἱζετόστε την ειδικἡ περίπτωση οπου ρ5μ»1. 


ΤΡΙΩΙΙΥ 0 
-ο)- 3 
4. Να παρασταθεί γραφικά η Υ « δις 
χ- 1. 
6. Με τη βοήθεια της καμπύλης αυτής, επαληθέψτε 
γραφικἀ τα πορίσµατα του ερωτήματος 3. 


(θδαςες. ΜΗΔίΗ. 0ὰκὰν) 


5. . Να παρασταθέί γραφικά η γςχ(ά-χ) 

2. Μια ευθεία, µε κλίση Ί και τεταγµένη επί την 
αρχή µ, τέμνει την καμπύλη (6 ) σε δύο σηµεία τα 
και Ν, ενώ η παράµετρος εἶναι μικρότερη απὀ µια τομή 
μο, η οποία να προσδιοριστεί, 

3. Ποιός εἶναι ο γΥ. τόπος του µεσου ἹἵἹ, του Ν 
συνἀρτήσει του µ. 

4. Εκφράστε το τετράγωνο της απόστασης ΜΗΙ συναρ- 
τήσει του μµ., | 

5. υἱα προσδιοριστεί το µ, ώστε η αποσταση του | 
και της κορυφής 5 της καμπύλης(0)ισούται µε το μµισὀ 
του ΜΗ. 

(θεες. ο. ραγῖίςθ, 5εγῖ]ες ς] ΑΜοπιγεαε]). 
6. θεωρούμε τη συνάρτηση Εν] εμχ -οίμ-1)χεμ-2 
οπου µ εξ 

Ί. ἔσοτω 94 η συνάρτηση που προκύπτει για μΞθ 
και (0) η γραφική της παράσταση,[]ία βρεθούν τα σηµεία 
τοµής της µε τους αξονες του συστήµατος, καθόώς και να 
χαρακτεί η (0). 

2, ἔστω εκ] η ουνάρτηση που προκύπτει γ.α τὸ 
και {{ζ) η γραφική της παράσταση.θµοίως να βρεθούν 
τα σηµεία τοµής µε τους ἀάζονες να να χαραντεί η (60). 


ΤΡΙΩΗΥΜΟ 
αστα 
3 ία δειχτεί ότι η (0) εἶναι εφαπτόµενη της (6) 
σε κάποιο σηµείο της. 
4. ἴα δειχτεί ότι η (3) ισχύει για όλες τις 


συναρτήσεις που προκύπτουν απὀ την Ε για μγ0. 


χ) 


